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Pretacio

El libro Probabilidad. Un enfoque actuarial cumple con varios propoésitos,
primero como apoyo para estudiantes de licenciatura de Actuaria, Ciencia de
Datos y Matematicas, que cursan por lo general dentro de sus programas, dos o
tres materias de probabilidad. También, es de gran utilidad como libro de
consulta, para estudiantes de otras licenciaturas o de algunos posgrados, donde
tienen como fundamento algunos temas de probabilidad. Por otro lado, el
material es de gran apoyo para aquellos estudiantes cuyo interés sea prepararse
para los examenes de The Society of Actuaries (SOA).

La razon de este proyecto surgi6 del autor después de haber impartido por
varios anos, en forma continua, los cursos de probabilidad correspondientes
a la licenciatura en Actuaria en la Universidad de las Américas Puebla. Fl
autor se dio cuenta de que los temas de probabilidad pueden ser explicados
sin perder la formalidad de las matemaéticas, con determinado detalle, orden
y estructura, y en ocasiones ser apoyados con ilustraciones, graficas y tablas,
contribuyendo de esta manera a una mejor comprensiéon por parte del lector.

Uno de los principales objetivos es proporcionar al lector bases solidas
de probabilidad y que estas puedan ser un fundamento para otras areas de
estudio, que muy probablemente el estudiante enfrentara, como la inferencia
estadistica, las mateméticas actuariales y la simulacion estocéstica. Ademés,
el material es la base para comprender varios temas de finanzasy de admi-
nistraciéon de riesgos, por mencionar algunas areas.

En este libro, el lector notara que, en diversos resultados de probabilidad,
se da una interpretaciéon en lenguaje estadistico, con la finalidad de hacer una
conexién entre estos dos campos de estudio. En este sentido, también se pre-
senta una seccion de aplicaciones de la probabilidad a diferentes problemas de
inferencia estadistica. De esta manera, el estudiante empezaré a comprender
la importancia que tiene la probabilidad en la teoria estadistica.

Con el propésito de apoyar a diferentes areas de la actuaria, se desarro-
llaron algunos temas que tradicionalmente en otros libros no se contemplan
o no se explican con detalle, como la mezcla de dos o més distribuciones, las
distribuciones truncadas y las distribuciones de cola pesada, considerando
también algunos modelos continuos que pueden ser ejemplos de estas tulti-
mas, como las distribuciones de Weibull, lognormal y de Pareto. Ademas, el
lector podréa observar que algunos ejemplos y ejercicios para el estudiante,
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estan desarrollados con un enfoque actuarial, principalmente, en el area de
seguros y finanzas.

Como ya se seniald, el material de este libro cumple con otro proposito,
la teoria, los ejemplos resueltos y el nivel de los ejercicios propuestos son
un gran apoyo para aquellos estudiantes que tengan interés en presentar los
examenes de The Society of Actuaries (SOA), principalmente el examen de
Probabilidad (Exam P).

Por todo lo anterior, el autor creydé conveniente que el nombre de este
libro fuera: Probabilidad. Un enfoque actuarial.

El lector podra observar que, en algunos temas, después de haberse rea-
lizado algunos célculos de probabilidad, de cuantiles o de algunas simulacio-
nes, se dan a conocer las indicaciones para realizar los calculos por medio del
software R. De esta manera, se motiva al lector a utilizar R para sus futuros
proyectos de estudio o trabajo. En este sentido, es importante también des-
tacar que todas las graficas, diagramas y simulaciones que se exponen en los
capitulos fueron realizadas por medio de R.

Las bases mateméticas que el estudiante debe tener, para leer y estudiar
con cierta fluidez los diferentes temas de este libro, son, principalmente,
teoria de conjuntos; soluciéon de ecuaciones, lineales y no lineales. En general:
4lgebra elemental y soluciéon de algunas sumas y series. En particular: series
de Taylor; limites de sucesiones y de funciones; derivadas, tanto de una
variable como derivadas parciales, e integrales, tanto simples como
miltiples.

Se sugiere al lector que les dé seguimiento a las demostraciones de los
teoremas, corolarios y algunos ejemplos que se presentan. La finalidad es
que logre un mejor dominio sobre los diferentes temas y que pueda resolver
diversos ejercicios teéricos, que siempre se presentan al final de cada capi-
tulo. En general, el estudiante va a lograr una mejor madurez y dominio en
matemaéticas si le da importancia a este tipo de ejercicios.

El libro estd conformado por 7 capitulos, y en cada uno se presenta el
material correspondiente, apoyado con diversos ejemplos, tablas, gréficas o
simulaciones, con la idea de lograr una lectura fluida y comprender mejor
cada tema. Al final de cada capitulo, hay una lista de ejercicios propuestos
para el estudiante con la idea de fortalecer sus conocimientos. Las soluciones
se presentan al final del libro en un apéndice.

Al principio del capitulo 1 se abordan algunos temas preliminares como
la teorfa de conjuntos y la definicién de funcién indicadora. Después, se dan
los primeros conceptos de probabilidad, presentandose la definiciéon de pro-
babilidad (axiomas de Kolmogorov) y sus principales propiedades basicas.
Se muestran los primeros calculos de probabilidad, con apoyo de las técnicas
de conteo. Se expone la definicion de probabilidad condicional, y a partir
de esta, se presenta la regla de multiplicaciéon de probabilidades. Posterior-
mente, se exponen los teoremas de probabilidad total y teorema de Bayes.
Finalmente, se muestra la definicion de eventos independientes, explicando
su importancia.

10
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Posteriormente, en el capitulo 2 se da primero la definicién de variable
aleatoria, y a partir de esta, se presenta la definiciéon de funciéon de distri-
bucién. En seguida, para cada tipo de variables aleatorias, se presentan los
conceptos: funcién de densidad, valor esperado, momentos y funcién genera-
dora momentos. También, se da a conocer el significado de un cuantil y cémo
se calcula, ademés, se presentan los conceptos de mediana y de moda. Des-
pués, se exponen las desigualdades: de Chebyshev y de Jensen. Finalmente,
se da a conocer lo que es una mezcla de distribuciones, una distribucién de
cola pesada y como se calcula una distribucién truncada, las cuales son de
gran importancia en temas de actuaria.

A continuacion, en los capitulos 3 y 4 se dan a conocer, respectivamente,
las distribuciones discretas y continuas més comunes que existen en la lite-
ratura. Cabe mencionar, que la importancia de estos modelos se debe a la
aplicaciéon que tienen en la vida real. Para cada distribucién, se presentan
las definiciones y propiedades de mas relevancia y en cada caso, se mues-
tran diversos ejemplos, dejando en claro la importancia que tienen para ser
aplicadas en diversas areas.

En el capitulo 5 se presentan las definiciones y propiedades correspondien-
tes a los vectores aleatorios. Se dan a conocer las definiciones de funciones de
distribucién y de densidad conjuntas. A partir de la funcién de densidad, se
explica la forma de obtener las funciones de densidad marginales y condicio-
nales. Posteriormente, se tratan los valores esperados, destacando las medias
y las varianzas individuales, asi como la funcién generadora de momentos
conjunta. Se exponen los conceptos de covarianza y coeficiente de correla-
cion, explicando la utilidad que tienen en varias aplicaciones. Después, se da
la definicién de variables aleatorias independientes y se explica la importan-
cia que tiene en diferentes dreas. Finalmente, se presentan las distribuciones
trinomial y normal bivariada con sus principales propiedades.

Después, en el capitulo 6, se exponen los diferentes métodos para encon-
trar la distribuciéon de una funcién de una variable o vector aleatorio. Se
explica en qué consiste cada método, presentdndose ejemplos con diversos
grados de dificultad. Se explica la importancia de la solucion de este tipo de
problemas en diversas areas de aplicacién, como la estadistica, simulacién y
la matematica actuarial. Posteriormente, se presentan las distribuciones de
las estadisticas de orden, explicando la importancia que tienen en diversas
aplicaciones. Con la finalidad de conectar la probabilidad con la estadistica,
se considera una seccién de aplicaciones de la probabilidad a la estadistica.

En el dltimo capitulo, se da una introduccién a la convergencia de su-
cesiones de variables aleatorias. Se presentan los diferentes modos de con-
vergencia y las relaciones que existen entre ellos. Se da a conocer las dos
versiones de la ley de los grandes nimeros: la débil y la fuerte. Se mues-
tra la importancia que tiene la funcién generadora de momentos en varios
resultados limites. Se presenta y se demuestra el teorema de limite central,
explicando la importancia que tiene este resultado en diferentes temas, tanto

11
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de probabilidad como de estadistica. Finalmente, se dan a conocer diferentes
teoremas de convergencia, los cuales son de gran apoyo para la soluciéon de
varios problemas.

Como apoyo al lector, se consideraron varios apéndices. En el apéndice
A se presentan las tablas de las distribuciones: normal estdndar, ji cuadrada,
t de student y distribucion F, donde se muestran diferentes probabilidades
y cuantiles. En el apéndice B se muestran las tablas de las diferentes dis-
tribuciones discretas y continuas, donde para cada modelo se exponen la
funcién de densidad, el valor esperado, la varianza y la funcién generadora
de momentos. Después, en el apéndice C se exponen, algunos resultados de
matematicas que son importantes para determinados temas de probabilidad.
Luego, en el apéndice D, se presenta una pequena introducciéon a la teoria de
la medida, para aquellos lectores que les interese el tema y lo puedan rela-
cionar con diferentes temas de probabilidad. En el apéndice E, se presentan
algunos conceptos basicos de seguros, finanzas y administracion de riesgos,
con la idea de familiarizar al lector con estos temas. Finalmente, en el apén-
dice F, se muestran las soluciones de cada uno de los ejercicios propuestos
en los diferentes capitulos.

Antonio V. Gonzilez Fragoso
San Andrés Cholula, Puebla
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Introducciéon

En este capitulo, se presentaran los primeros conceptos y las propiedades
més elementales de la probabilidad, siendo, en conjunto, los fundamentos
para los temas que méas adelante se trataran.

Se empezara con un repaso a la teorfa de conjuntos, dando las definicio-
nes y propiedades més importantes. Cabe mencionar que los conjuntos son
parte fundamental para el desarrollo de la probabilidad, el calculo de una
probabilidad se realiza sobre un evento, y el evento es un conjunto.

Posteriormente, se introducira la definicién de funcién indicadora y sus
principales propiedades, también se comentard y se ejemplificara la impor-
tancia que tiene esta funcién para describir otras funciones de una manera
practica, en particular, sera de gran utilidad para describir varias de las fun-
ciones que se utilizan en probabilidad, principalmente, las de densidad y de
distribucion.

En materia de probabilidad, se empezara explicando las diferentes for-
mas en que algunos autores describen lo que es la aleatoriedad. Luego se
expondran algunas «definiciones» o interpretaciones tradicionales de la pro-
babilidad, explicando sus ventajas y desventajas. Posteriormente, se expon-
dréan los primeros conceptos de la probabilidad, presentando sus axiomas (la
definicién de probabilidad). Después, se presentaran y se demostraran sus
propiedades més importantes.

Una vez aclarados los fundamentos de la probabilidad, se realizaran los
primeros célculos de probabilidad, primero para espacios muestrales finitos
y equiprobables, apoyandose por lo general del calculo combinatorio.

Posteriormente, se introducira la definicién de probabilidad condicional,
aclarando la importancia que tiene este concepto en diversas areas de aplica-
cidn, entre las més importantes, en procesos estocésticos. También se expli-
card que es la base para otras propiedades de probabilidad que se trataran
posteriormente, como la regla de multiplicacién de probabilidades, el teorema
de la probabilidad total y el teorema de Bayes. Este dltimo teorema cobra
gran importancia en varias aplicaciones y en particular es el fundamento
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Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

para la teoria de la estadistica bayesiana. Cada uno de estos conceptos sera
ilustrado con diversos ejemplos y ejercicios.

Finalmente, se presentara la definicién de independencia de dos o mas
eventos y se comentard la importancia que tiene este concepto en diversos
temas de probabilidad, ademaés, en diversas areas de aplicacién, en particu-
lar, en algunos temas de inferencia estadistica, y en varios resultados de la
matematica actuarial.

1.1. Teoria de conjuntos

En esta primera seccién seran presentados los conceptos y las propiedades
més importantes en lo que se refiere al tema de conjuntos. Esta teoria es de
suma importancia para el desarrollo de la teoria de probabilidad, ya que los
eventos o sucesos usados en probabilidad son conjuntos. Se sugiere que el
lector domine, tanto en forma préctica como en forma teérica, la teoria de
conjuntos, antes de comenzar con los temas de probabilidad.

Definicién 1.1. Un conjunto es una coleccion de objetos, donde cada uno
es llamado elemento.

Las letras mayusculas A, B, C, ..., Z denotaran conjuntos, las letras mi-
nusculas a, b, ¢, ..., z elementos. Por otro lado, a € A significa, a estd en A o
a pertenece a Ay a ¢ A, significa a no esta en A o a no pertenece a A.

El conjunto universal o universo es el conjunto que contiene a todos los
elementos y es denotado por Q. El conjunto vacio es denotado por ().

Definicion 1.2. Si cada elemento de A también esta en B, se dice que A
esté contenido en B o que A es subconjunto de B, y se denota como A C B.

En diagrama de Venn, A subconjunto de B queda representado de la
siguiente manera:

Figura 1.1. A subconjunto de B

Definicion 1.3. Dos conjuntos A y B son iguales, si A C By B C A,y se
denota como A = B.
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1.1. Teoria de conjuntos

A continuacién, se presentaran las operaciones bésicas de dos o més con-
juntos.

Definicion 1.4. La union de dos conjuntos A y B es el conjunto formado
por todos los elementos que estan en A o que estan en B. Esta operacion es
denotada como AU B.

Dicho de otra manera,

AUB={z€Qr € Aoz € B}.

Observacion. El o, en este caso, es en un sentido inclusivo. Esto es, el o
considera también la ocurrencia de ambas situaciones.

Es posible generalizar esta definicién para un nimero finito de conjuntos,
n
U A; ={z € Qlx € A; para algunai € {1,2,....,n}},
i=1
y también se puede generalizar para un ntmero infinito de conjuntos,

U A; ={x € Q|z € A, para alguna i € {1,2,...}}.
i=1

La unién de los conjuntos A y B es la parte rayada en el siguiente dia-
grama

A B

B
L]

Figura 1.2. Union de A y B

Definiciéon 1.5. La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto que
consta de todos los elementos que estan en A y que estan en B. Este conjunto
es denotado como AN B.

Esto es,
ANB={zx€Qx e Ayx € B}.
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Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

Esta operaciéon se puede generalizar para un niimero finito de conjuntos,

ﬂ A ={z € Qlz € A;paratodai e {1,2,....,n}},
i=1

y para un numero infinito de conjuntos,

ﬂ Ay ={x € Qlx € A; paratodai € {1,2,...}}.
i=1

La interseccion de los conjuntos A y B es la zona rayada en el siguiente
diagrama

Figura 1.3. Interseccion de A y B

Definicion 1.6. El complemento del conjunto A se define como el conjunto
que tiene como elementos aquellos que estan en el conjunto universal 2 y
que no estan en A. Este conjunto se denota como A€.

Asi que
A ={z € Qlx ¢ A}.

En diagrama de Venn, el complemento de A es la parte sombreada

Ll

Figura 1.4. Complemento de A
Definicion 1.7. La diferencia del conjunto A menos el conjunto B es el

conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A pero que no
pertenecen a B. Este conjunto se denota como A — B.
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1.1. Teoria de conjuntos

Esto es,
A-B={zeQxe Ayz ¢ B}.
La diferencia del conjunto A menos el conjunto B es la parte rayada en

el siguiente diagrama

4]

Figura 1.5. Diferencia de A menos B

Obsérvese que
A—B=AnB".

Definicion 1.8. La diferencia simétrica del conjunto A y del conjunto B es
el conjunto formado por todos los elementos que estan en A pero no estan en
B, o todos los elementos que estan en B pero no estan en A. Este conjunto
se denota como A A B.

Dicho de otra manera,
AANB=(A-—B)U(B—A)=(ANB°) U (BN A°).

Obsérvese que la diferencia simétrica de dos conjuntos es una operacion
conmutativa.

En el siguiente diagrama, la parte rayada representa la diferencia simé-
trica de los conjuntos Ay B

A B

Figura 1.6. Diferencia simétrica de A y B
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Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

Definicion 1.9. Se dice que dos conjuntos A y B son mutuamente ex-
cluyentes (ajenos o disjuntos) si AN B = {). Por otro lado, se dice que
A1, Ag, ..., Ay, ... son eventos mutuamente excluyentes (ajenos o disjuntos),
si para cada pareja de conjuntos A; y A;, A; N A; =0, donde i # j.

En otras palabras, dos o méas conjuntos son mutuamente excluyentes si
no existen elementos en comun.
En diagrama de Venn, dos conjuntos A y B son ajenos si

Figura 1.7. Conjuntos disjuntos

Obsérvese que si los conjuntos A y B son ajenos, entonces,
AANB=AUB.

Ejemplo 1.1. Sea Q = {(x,y) € R?*[x > 0,y > 0} el conjunto universal,
y considérense los siguientes conjuntos: A = {(z,y) € Q|z? +y? < 1}
B ={(xy € Qe <1y <1} C={(ry € Qr+y <1}y
D ={(z,y) € Qz < y}.

a) Encontrar A¢; B¢ ; C¢ D°.
b) Encontrar ANC; B—C; B—D; AND;CND; BUDy BAC.
¢) Mostrar que C C A C B.

a) En la siguiente grafica 1.8 se puede apreciar el conjunto D y en la
grafica 1.9 se presentan simultaneamente los conjuntos A, By C.

F Ll -

Figura 1.8. Subconjunto D
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1.1. Teoria de conjuntos

Las respuestas de los conjuntos complementos son, respectivamente,
A¢ = {(z,y) € Q2 +y* > 1},

B¢ ={(z,y) € Qzxr >1 oy > 1},

C¢={(z,y) € Qz+y>1},

D¢ ={(z,y) € Qz > y}.

b) Los conjuntos solicitados se presentan a continuacion:

ANC =10,

B-C={(z,y) eQz+y>1lz<1lyy<1},

B—D={(z,y) ez >yyx <1},

)

AmD:{(eTay)GQ’$2+y2§1ym§y},
CND={(z,y) € <y<1l-zy0<z<05}
BUD ={(z,y) € Q(x <1)o(x <yparazx >1)},

BAC=(B-C)U(C-B)=B-C.

¢) En la siguiente grafica se observa como C C A C B.

Figura 1.9. Subconjuntos A, B y C

A continuacion, se presentaran algunas propiedades basicas de conjuntos.

Propiedades conmutativas

1) AUB=BUA,
2) ANB=BnNA.

Propiedades asociativas

1) AuU(BuC)=(AuB)UC,
2) An(BNC)=(AnB)NnC.

Propiedades distributivas

1) AnN(BUC)=(AnB)U(ANC),
2) AUBNC)=(AUB)N(AUCQ).
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Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

Las propiedades distributivas se pueden generalizar
1) AN (UL, A) = Uy (A0 4))
2) AUz Ai) = Nz (AU 4).

Leyes de De Morgan
1) (AUB)¢ = A°n B¢,
2) (AN B)¢ = A°U B°.
Las leyes de De Morgan se pueden generalizar
1) (UL 40)° = i A
2) (ﬂi:l Ai)° = Ui:l Af.

Otras propiedades

(A9)° = A,
ANA=A,
AUA = A,
AUl = A,
AUQ=Q,
AN =0,
AUAC=Q,
ANAc =10,

A—B=An B¢,

AU (BN A¢) = AUB,
(ANB)U (BN A°) =B,
(ANB)N(B°NC) =10,

AC B= B°C A
ACByBcCcC=AcC(,
ACB=AUB=ByANnB=A,
ACB=AuCcBUC,
ANB=0yCCcA=BnNnC=1.

El estudiante debera de ser capaz de demostrar cada una de las propie-
dades previamente mencionadas. Se recomienda que lo haga con la finalidad
de fortalecer sus conocimientos en teoria de conjuntos. Es importante aclarar
que una demostracion formal no se realiza por medio de diagramas de Venn,
estos son de gran utilidad para verificar rapidamente si alguna propiedad es
verdadera o no, mas estas verificaciones no son formales. A continuacién, se
realizara la demostracién de una de las igualdades de De Morgan.

Ejemplo 1.2. Demostrar (AN B)¢ = A°U B°.

Sea © € (AN B)¢ entonces, x ¢ (AN B), estoes, x ¢ Aoz ¢ B,
de esta manera, x € A° o x € B¢ entonces, x € A° U B¢ Por lo tanto,
(AN B)¢ C A°U B°.

24



1.1. Teoria de conjuntos

Sea x € A°U B¢, entonces, x € A°ox € B estoes, x ¢ Aox ¢ B,
de aqui se deduce que z ¢ AN B, esto es, z € (AN B)°. De este modo,
AU B¢ C (AN B)~.

Se concluye que

(AN B)¢ = A°U B“.

Las siguiente definiciones y propiedades tienen que ver con colecciones
de conjuntos. Entenderemos por una coleccion, clase o familia de conjuntos,
aquellos conjuntos donde sus elementos a su vez son conjuntos. Las familias
de conjuntos las denotaremos con las letras: A, B, ..., Z.

A continuacién, se presentaran algunas familias de conjuntos que son
importantes en temas de probabilidad.

Definicién 1.10. El conjunto potencia de un conjunto §2 es denotado como
P(Q2) y se define como la familia de conjuntos que tiene como elementos a
todos los subconjuntos que se pueden formar de €.

Definicién 1.11. Un dlgebra sobre un conjunto {2 es una familia de con-
juntos no vacia de €2, denotada como A, la cual cumple con las siguientes
propiedades:

(1) 0 e A

(11) Si A € A, entonces, A° € A.
(1) Si Ay y As € A, entonces, A1 U As € A.

Definicién 1.12. Un o-dlgebra sobre un conjunto €) es una familia de con-
juntos no vacia de €2, denotada como A, la cual cumple con las siguientes
propiedades:

(1) 0 e A.

(11) Si A € A, entonces, A° € A.
(111) Si Ay, Ag, As, ... € A, entonces, | Jio; 4; € A.

La diferencia entre algebra y o-algebra es la tercera propiedad de am-
bas definiciones. Es posible demostrar que un o-algebra es un algebra, pero
inversamente no necesariamente es cierto.

Los conceptos de algebra y o-dlgebra sirven para definir medidas sobre
familias de un conjunto 2, véase apéndice secciéon D, donde se proporciona
una breve introduccién a la teoria de la medida. Como se vera mas adelante,
la probabilidad es un caso particular de medida.

Los siguientes ejemplos ayudardn a entender los anteriores conceptos.

Ejemplo 1.3. Supongamos el siguiente conjunto Q = {1,2,3}. Para las
siguientes colecciones de conjuntos, indicar qué tipo de familias son

Ay = {(Da {1}7 {2}7 Q}»

Az ={0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, 2},

AS = {(D’ Q}a

Ay = {{1}7 {2}7 Q}:

As = {0,{1},{2,3},Q}.
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Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

La familia A5 es el conjunto potencia de €2, ademas es un algebra, y en
este caso, por ser €2 un conjunto finito, A también es un o-algebra.

Las familias A; y A4 no son algebras (tampoco o-algebras).

Las familias Az y A5 son algebras y también o-élgebras.

Ejemplo 1.4. Supongamos que €2 es un conjunto infinito numerable. De-
mostrar que las siguientes colecciones de conjuntos son o-algebras

a) A =P(9Q).

b) Az = {0,Q}.

a) Se sabe que 0 € A;.

Ademas, si A € Aj, entonces, A° € Aj, ya que A; es el conjunto potencia.

Finalmente, para cualquier colecciéon de conjuntos A1, Ao, ... que perte-
nece a Aj, la union (J;2, A;, también pertenece a A;, ya que este altimo es
parte del conjunto potencia.

Por lo tanto, A; es un g-algebra.

b) Primero, 0 € As.

Por otro lado, se sabe que Q¢ =0 y ¢ = Q estédn en As.

Cualquier unién de conjuntos que se considere en esta familia, sea una
union finita o infinita, siempre se tendra como resultado el conjunto () o el
conjunto 2. En cualquier caso, la union pertenece a As.

En conclusion, As es o-algebra.

A1 v As son conocidas como la mdxima y minima o-dlgebra de ) res-
pectivamente.

Como se habia comentado, las definiciones de algebra y o-algebra son de
mucha importancia en la teoria de la medida (véase apéndice seccion D), el
objetivo principal de estos conceptos es lograr que las operaciones de union,
interseccion y complemento de conjuntos sean cerradas. En particular, la pro-
babilidad es un caso particular de medida, de hecho, el concepto de algebra
(o-algebra) aparece, en primera instancia, en la definicion de probabilidad
(definicion 1.17).

1.2. Funcién indicadora

El concepto de funcién indicadora es de mucha utilidad en probabilidad y
estadistica, esta se utiliza para describir en una forma practica funciones, en
particular ayuda a expresar funciones de densidad y distribucion.

Definicion 1.13. Sea {2 el conjunto universal y A un subconjunto de 2. La
funcion indicadora de A denotada por I4(x) es una funcion que tiene como
dominio © y contradominio el conjunto {0, 1}, con regla de correspondencia
dada por
1 si x€A,
I A (I‘) =
0 si z¢A.
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Ejemplo 1.5. (Aplicacion en la expresion de una funcion). Sea f(x) una
funcién definida de la siguiente manera:

0 st x <0,
flx)y=1< 2 si 0<z<1,

3—x st x> 1.

Describir esta funcién con funciones indicadoras.
Esta funcion descrita por funciones indicadoras se da a continuacion:

f(z) =211y (z) + (3 — )} o) (T).

A continuacién, se presentaran las propiedades mas importantes de la
funcién indicadora.

Propiedades de las funciones indicadoras

(I) IAc(ac):l—IA(a:).
(II) IAlﬂAgﬂ...ﬂAn (l‘) = IAl (x)IA2 (33)-~~IAn (33)
(III) IA1UA2U...UA,L (1‘) = Max{IAl (.%'), IA2 (.T}), vy IAn ({L‘)}

Ejemplo 1.6. Realizar la demostracién de la tercera propiedad.

Demostracion. La funcion indicadora Ia,u4,0..04, (%), es 1 0 es 0.
Obsérvese que si

IA]_UAQU...UA»/L (fU) =1,

si y solo si
reAiUAU...UA,,

lo anterior equivale a
x € A;, para alguna i € N,

esto es, si y solo si
I4, =1, para alguna ¢ € N,

esto dltimo sucede, si y solo si
Maz{la, (), 1a,(x),..., 14, ()} = 1.

En el caso
IAluAgu...uAn (JU) =0,

se cumple, si y solo si
x ¢ AfUAU...UA,,

esto equivale a
x ¢ A; para toda i € N,
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lo anterior se cumple, si y solo si
I4, =0 para toda i € N,
esto tltimo sucede, si y solo si
Max{la, (z),Ia,(),..., 14, (x)} = 0. O

Las demostraciones de las otras dos propiedades se dejan como ejercicio
para el estudiante.

1.3. Aleatoriedad

En esta seccién se presentarédn algunas opiniones de diversos autores y en
diversas épocas sobre qué es la aleatoriedad. No existe una definicién dnica
y consistente sobre este concepto. A pesar de esta situacion, la aleatoriedad
es un elemento de mucha importancia en el célculo de probabilidades.

Segun el diccionario de la Real Academia Espanola (RAE), aleatoriedad
es cualidad de aleatorio, y aleatorio significa que depende del azar. Del mismo
modo, el diccionario le da varios significados a la palabra azar, entre ellos:
casualidad; caso fortuito; sin rumbo ni orden.

De acuerdo con el significado del diccionario de la RAE, aleatorio depende
del azar, de la casualidad; dicho de otra manera, depende de la suerte. Lo
aleatorio serfa lo contrario de aquello que puede ser explicado por sus causas.

A continuacion, se presenta diferentes significados de aleatoriedad, dados
por algunos autores. Estos son encontrados en el trabajo realizado por Ba-
tanero y Serrano [2|. Lo que se hace notar en este escrito, que en parte es
una recopilacion de significados de aleatoriedad y algunos derivados, es que
no se ha logrado, a través del tiempo, una definicién concreta del término
aleatorio o aleatoriedad.

Poincaré [23] indico que, en la antigiiedad, se diferenciaban los fenémenos
entre aquellos que obedecian a leyes armoénicas y aquellos fenémenos que
dependian del azar y que no podian preverse, ya que no habia ley que los
determinara. Lo que algunos autores llamaron fendémenos deterministas y
fendmenos aleatorios respectivamente.

Por otro lado, Bennett [3] menciona que, desde tiempo atras, se decia
que todo fenémeno tiene una causa, nada ocurre por el azar. Que el azar se
debe a nuestra ignorancia. Dicho de otra manera, el azar no es mas que una
medida de nuestra ignorancia. Los fenémenos que se consideran aleatorios
son aquellos cuyas leyes (que determinan sus resultados) no conocemos.

Poincaré no esta totalmente de acuerdo con la definiciéon anterior, pues
con ejemplos, trata de explicar que de todas maneras existen los fenémenos
aleatorios.
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La teoria de la probabilidad busca modelos matematicos, no para deter-
minar resultados de las variables de algin fenémeno, sino para determinar
las probabilidades de algunos sucesos de interés.

En la explicacién anterior, de acuerdo con Poincaré, los fenémenos serédn
los aleatorios, y segtin a lo expuesto por Bennett, los fendmenos serén aquellos
cuyas causas ignoramos.

Cabe mencionar que la teoria de probabilidad no se ve afectada en cual-
quiera de las dos formas de exponer el concepto de aleatoriedad. Un modelo
(una distribuciéon) de probabilidad no cambiara, en cualquiera de las dos
formas de interpretar la aleatoriedad.

Otra forma de explicar la aleatoriedad es usando el concepto de probabi-
lidad. Se dice que un elemento de un conjunto es aleatorio, si la probabilidad
de este elemento es igual a la probabilidad de cualquier otro elemento. En
principio varios ejemplos cumplirian con esta condicién de aleatoriedad, co-
mo el lanzamiento de una moneda o de un dado, como sacar una carta de
una baraja, etc.

Kyburg [19] menciona que esta ultima forma de definir la aleatoriedad
impone restricciones muy fuertes y no naturales a la hora de aplicarse, no
obstante, la idea de considerar la equiprobabilidad para explicar la aleatorie-
dad es interesante para varios problemas practicos, entre ellos, para definir
una muestra aleatoria o la asignacién aleatoria de objetos a experimentos,
en problemas de estadistica aplicada.

Una forma practica de explicar lo que es una muestra aleatoria, es la
seleccion de elementos de una poblacién, donde cada elemento tiene la misma
posibilidad de ser seleccionado, no obstante, se da una definicién formal en
el capitulo 6, véase definicion 6.1.

Cabe mencionar que cada una de las citas realizadas previamente fueron
hechas en el trabajo de Batanero y Serrano. Se le recomienda al estudiante,
leer el escrito realizado por estos autores.

A continuacion, se presentaran algunos ejemplos, donde esta presente la
aleatoriedad.

Ejemplo 1.7. Sin haberse realizado u observado el fen6meno no es posible
determinar:

- El resultado de una moneda al ser lanzada.

- El resultado de una carta al ser sacada aleatoriamente de la baraja.

- El ntimero ganador en una rifa.

- La vida (duracion) de un componente electronico.

- El ntiimero o proporciéon de articulos defectuosos obtenidos de un lote
especifico de articulos seleccionado al azar.

- El diametro (peso o longitud) de una pieza fabricada.

- El tiempo necesario para que una méquina requiera mantenimiento.

- La satisfacciéon de una persona por un servicio recibido.

- El tiempo de espera de un cliente para ser atendido.
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- La cantidad de lluvia que cae en un dia determinado en el que llueve.
- La tasa de inflacién para el proximo mes.

En el area de la actuaria se puede encontrar varios fenémenos donde esté
presente la aleatoriedad, véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.8. De igual manera, sin haberse realizado u observado el feno-
meno, no se puede determinar:

- El nimero de defunciones de un grupo de personas aseguradas en un
periodo dado.

- El ntimero de personas que llegan a edad de 65, de un grupo de traba-
jadores candidatos a jubilarse.

- El niimero de accidentes automovilisticos ocurridos en una ciudad y en
un periodo dado.

- El tiempo entre siniestro y siniestro.

- El ntmero de personas aseguradas con seguro médico que requeriran
hospitalizacién, en un periodo dado.

- Los gastos de honorarios médicos por cada paciente asegurado, en un
periodo determinado.

- El ntimero de personas que contraen cancer por fumar.

- El ntimero de personas que sufren un accidente en un mes determinado.

- El nimero de reclamaciones que le hacen a una compaifiia de seguros
en un periodo dado.

- El total de dinero reclamado en una compania de seguros en determi-
nado periodo de tiempo.

- Las pérdidas por invertir en la bolsa de valores, en un conjunto de
acciones de varias empresas (conocido como riesgo de mercado).

- Las pérdidas de una institucion financiera por el incumplimiento en la
cartera de crédito (conocido como riesgo de crédito).

- Las pérdidas en los activos de una compania aseguradora por el incre-
mento en la tasa de interés soberana (conocido como riesgo de mercado).

1.4. Clases de probabilidad

La palabra probabilidad o derivados de esta son usados cominmente por la
gente, por ejemplo, « es muy probable que llueva hoy por la tarde»; «con alta
probabilidad aprobaré la materiay, etc. A pesar de esta familiaridad, no exis-
te una interpretacion dnica del término que se haya aceptado por cientificos,
filosofos, actuarios, etc. A continuacion, se presentaran tres interpretaciones
(«definiciones») comunes de la probabilidad:

(1) Cléasica o a priori.

(11) Frecuentista o a posteriori.
(111) Subjetiva o personal.
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1.4. Clases de probabilidad

La interpretacion cldsica, se basa en que todos los resultados posibles de
un experimento son igualmente verosimiles.

Ejemplo 1.9. En el lanzamiento de una moneda «honesta» (bien balan-
ceada), los dos resultados posibles, aguila y sol, son igualmente verosimiles.
Como la suma de las dos probabilidades tiene que dar el 100 %, la probabi-
lidad de cada resultado es del 50 %. En este caso, los dos resultados posibles
son igualmente probables.

Ejemplo 1.10. En el nacimiento de un bebé, existen también dos resultados
posibles: nifia y nino. Pero en este caso, a diferencia del anterior, puede ser
que dichos resultados no sean igualmente verosimiles. En algunas poblaciones
se parecen mucho las dos probabilidades, pero no son iguales. Estos valores
también dependen de la poblacién en estudio.

En términos generales, en la definicién clasica de probabilidad, si el re-
sultado de un suceso es alguno de los n, posibles de un total de n resultados,
la probabilidad (clasica) del suceso es igual a ng/n.

En el ejemplo 1.9, la probabilidad de aguila (y la de sol) es 1/2.

En la interpretacién frecuentista, suponiendo que el experimento se pueda
repetir de igual manera «un gran niamero de veces», la probabilidad de un
suceso es considerada como la frecuencia relativa «aproximaday» del suceso
(fraccion de veces que ocurre el suceso).

Ejemplo 1.11. Aplicando la interpretacion frecuentista, la probabilidad de
que resulte dguila al lanzar una moneda bien balanceada es aproximadamente
igual a 0.5. Esto es, si se lanza un gran ntimero de veces la misma moneda
de manera idéntica, seguro que la fraccién de veces que resulta aguila serd
aproximadamente al 50 %.

En el ejemplo 1.10, se podran encontrar aproximaciones de las probabi-
lidades de nacimiento de nifia y de nino, siempre y cuando se cuente con
informacion suficiente. Es importante senalar que esta informacién tiene que
ser veraz, sin errores, que no cambien las condiciones del experimento, y
entre mas informacion, mejor seré la aproximacion.

En la interpretacion subjetiva o personal, una persona dari su opiniéon
acerca de la verosimilitud del suceso, véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.12. Una persona, «de buenas a primerasy, sin informaciéon de
una moneda en particular, podria considerar que la probabilidad de aguila
(v la de sol) es igual a 0.5. Otra persona, teniendo mas informacion de los
resultados de esta moneda, opina que 4guila es més probable que sol, y que
a su juicio, la probabilidad de aguila es % v la de sol %

No es posible generalizar alguna de estas interpretaciones como una de-
finicién general y formal de probabilidad. Dependiendo de la situacion, exis-
tirdn ventajas y desventajas de usar cada una de estas definiciones.

31



Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

La definicion clasica no puede aplicar en situaciones donde los resultados
no son igualmente verosimiles y/o donde el conjunto de resultados posibles
es infinito. Por ejemplo, si se quiere observar el numero de accidentes au-
tomovilisticos en cierta ciudad, en un lapso de tiempo determinado, puede
notarse que el numero de accidentes posibles puede ser cualquier nimero
entero no negativo (nimero de posibilidades infinitas), es logico intuir que
0 accidentes no es igualmente verosimil que 500 accidentes y, en general, los
resultados posibles no son igualmente probables.

La definicién frecuentista carece de formalidad, ;qué significa ntmero
grande de repeticiones, o que la moneda sea lanzada siempre de la misma
manera?, también, no queda claro cuando se tendra una buena aproxima-
cién, esto es, nunca nos indican el namero de repeticiones para asegurar una
buena aproximacion. Ademaés, en ciertos fendémenos, la repeticion seré muy
compleja, y en algunos casos serd hasta imposible, esto es, la probabilidad
frecuentista no siempre es viable.

En la definicién subjetiva, el que los juicios de una persona sobre las
verosimilitudes de los sucesos de interés sean completamente consistentes y
libres de contradicciones es humanamente imposible. No existiran bases ob-
jetivas para que dos o mas cientificos o personas que trabajan sobre el mismo
problema lleguen a las mismas evaluaciones o criterios sobre la probabilidad
de interés.

No discutiremos qué interpretacion (definiciéon) es la més adecuada, como
se habia ya comentado, esto depende de la situacion (del fenémeno) que se
esté tratando. Las interpretaciones a priori y a posteriori son las méas usadas
en la practica.

La primera nos servira para calcular probabilidades, en situaciones donde
el niimero de posibilidades del experimento es finito y ademés equiprobable.
De hecho, las primeras probabilidades se calcularan usando esta definicion.

La segunda nos ayudaré en situaciones donde se cuenta con informacion
veraz y suficiente del evento, es usada comunmente para aproximar proba-
bilidades, cuando la definicién clasica no puede utilizarse. La probabilidad
frecuentista también sirve para interpretar probabilidades en la vida real.

Pareceria que la probabilidad subjetiva es la mas informal de las tres
definiciones, mas cabe senalar, con base en cierto conocimiento bien funda-
mentado del evento en estudio, que estas probabilidades son usadas en la
estadistica bayesiana, y en los tultimos anos, esta area de la estadistica se ha
aplicado de manera muy importante.

Finalmente, reconsiderando el ejemplo de lanzar una moneda «honestay,
se sabe que si se lanza un gran nimero de veces en forma idéntica, la fre-
cuencia relativa de aguila tiende a ser igual a la probabilidad de este evento
(definicion frecuentista). La aproximacion entre la frecuencia relativa y la
probabilidad tiende a mejorar cuando se aumenta el niimero de repeticiones
del experimento. Dicho fenémeno de estabilizacion de la frecuencia relativa
a la probabilidad, es conocido como regularidad estadistica.
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1.5. Espacio muestral y eventos

Es importante aclarar que en los experimentos considerados de aqui en ade-
lante esta presente la aleatoriedad.

Las siguientes definiciones son propias de la teoria de probabilidad y son
necesarias antes de presentar los axiomas y cada una de las propiedades de
probabilidad. A partir de estos conceptos, serd notorio la importancia que
tiene los conceptos y propiedades de conjuntos.

Definicion 1.14. El conjunto de todos los resultados posibles de un expe-
rimento es llamado espacio muestral y es denotado como 2. Los elementos
del espacio muestral €2 son llamados puntos muestrales.

Definicion 1.15. Un subconjunto del espacio muestral asociado a un expe-
rimento es llamado evento o suceso. Un evento que consiste de un solo punto
muestral es llamado evento simple. Los eventos son denotados por las letras
mayusculas A, B, ..., X,Y, Z.

Definicién 1.16. La clase de los eventos asociados a un experimento es
definido como espacio de eventos, y es denotado por A.

A continuacion, se daran algunos ejemplos de los anteriores conceptos.

Ejemplo 1.13. Se lanza un tetraedro numerado bien balanceado para obser-
var el nimero resultante. Determinar el espacio muestral, los eventos simples
y el espacio de eventos.

Obsérvese que el espacio muestral es
0=1{1,2,3,4}.
Algunos eventos son

0,{1},{2},{2,3,4},{2,4},{1,3},

donde los eventos simples son {1}, {2}, {3}, {4}.
El espacio de eventos (conjunto potencia de € ) es

A={0,{1},... {4}, {1,2),...,{3,4},{1,2,3},...,{2,3,4}, Q).

Obsérvese que, estrictamente hablando, no es lo mismo punto muestral
que evento simple.

En muchos casos, cuando el espacio muestral es finito o infinito nume-
rable, una propuesta comin del espacio de eventos es el conjunto potencia
del espacio muestral, pero esto depende también de los resultados que nos
interesa observar.

Lo que es importante, es pedir que el espacio de eventos sea un algebra
o o-algebra, véase definicion de probabilidad (definicion 1.17).
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Ejemplo 1.14. Se arrojan tres monedas al aire. Determinar el espacio
muestral e indicar la cardinalidad del espacio de eventos.

Al lanzar una moneda, consideremos la siguiente notacion, A resulte agui-
la y S resulte sol.
Entonces, el espacio muestral es

Q={SSS,SSA, ASS,SAS, AAS,SAA, ASA, AAA}.
Observemos algunos eventos,
B = {un aguila} = {SSA, ASS,SAS},

C' = {por lo menos un aguila} = Q — {SSS}.

En este caso, la cardinalidad del espacio de eventos A (conjunto poten-
cia), es de 256 eventos. El célculo de esta cardinalidad se comprendera mas
adelante, en la seccidon de anélisis combinatorio de este capitulo.

Ejemplo 1.15. Dentro de una caja hay 6 fichas numeradas del 1 al 6. Se
escogen dos fichas aleatoriamente, una tras otra sin sustitucién. Determinar
el espacio muestral e indicar la cardinalidad del espacio de eventos.

El espacio muestral en este caso es

0={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),...,
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5)}.

Algunos eventos se presentan a continuacién:

A = {Resulte la ficha 1}
=1{(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(3,1), (4,1), (5, 1), (6, 1)}

B = {La suma de ambas fichas es un ntimero par}
={(1,3),3,1),(1,5),(5,1),(2,4), (4,2),(2,6),(6,2), (3,5), (5, 3),
(4,6),(6,4)}.

Considerando que el espacio de eventos es el conjunto potencia, existen
230 — 1,073,741,824 eventos posibles.

El calculo del nimero de eventos posibles se comprendera en el tema de
andlisis combinatorio.

Como se habia comentado, si el espacio muestral es finito (también infi-
nito numerable) es muy comun que el espacio de eventos se considere como el
conjunto potencia de €). Para espacio muestrales infinitos no numerables, ya
no serd posible considerar el conjunto potencia como el espacio de eventos,
véase el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.16. Se observa el tiempo de duracién de cierto componente
electrénico. Determinar el espacio muestral y proponer un espacio de eventos
adecuado.

En este caso, el espacio muestral es Q = {z € R|z > 0} = [0, 00).

Cualquier intervalo, subconjunto de [0,00) es un suceso, por ejemplo,
suponiendo que 0 < a < b, los intervalos (a,b), (0,a), (a,o0), entre otros
conjuntos son sucesos.

Como espacio de eventos, se puede sugerir a la clase de conjuntos de
Borel sobre el conjunto [0,00). Cabe senalar, que la clase de conjuntos de
Borel, es el o-algebra generada por todos los intervalos abiertos en [0, 00).
Véase apéndice D, para tener una mejor idea de qué subconjuntos son parte
de la familia de conjuntos de Borel.

Se puede construir un subconjunto de [0, 00), que no es medible (tampoco
es conjunto Borel), para el cual no es posible asignarle una probabilidad. No
corresponde a este curso la construcciéon de este subconjunto, pero se puede
consultar el apéndice D, también Capinski y Kopp [5] o Galaz F. [9]. De
esta manera, se aclara que el conjunto potencia no es adecuado para ser el
espacio de eventos.

1.6. Axiomas de probabilidad

A continuacioén, se presentaran las definiciones de funciéon de probabilidad y
probabilidad de un evento.

Definicion 1.17. Sea € el espacio muestral asociado a un experimento, la
funciéon denotada como P[A], que es definida sobre un o-algebra de eventos
A, con valores reales, es conocida como funcidn de probabilidad (medida de
probabilidad) si cumple los siguientes tres axiomas:

(1) P[A] > 0, para todo A € A.

(n) P[] =1.
(111) Si Aq, Ag, ... son eventos mutuamente excluyentes, entonces,

U Al = Z PA).

La definicién anterior, también es conocida como los aziomas de proba-
bilidad o axiomas de Kolmogorov.

El valor asignado a un evento especifico A, bajo la funcién de probabilidad
P[A], es lamado probabilidad de A .

Es importante aclarar que en la definicién de probabilidad no se indica
en ningin momento cémo se debe de calcular la probabilidad de un evento.
No existe una formula general para calcular probabilidades de eventos, y
dependiendo de la circunstancia, el célculo de probabilidad se realizara por

P
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Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

el procedimiento adecuado. Cualquier procedimiento de calculo de probabi-
lidad que se aplique debera de cumplir los tres axiomas de probabilidad.

Observacion. Algunos autores, en lugar de definir la funcion P[A] en un
o-algebra de eventos, lo hacen en un algebra de eventos A, en este caso, el
tercer axioma cambia de la siguiente manera:

Si A1, Ag, ... son eventos mutuamente excluyentes y ademas, | J;2; A; € A,
entonces,

P

U Al = Z PA).

Por otro lado, de aqui en adelante, las palabras porcentaje y proporcion
de un evento A seran usados como sinénimos de probabilidad de A.

1.7. Espacio de probabilidad

En esta seccion se tratara con la definicion de espacio de probabilidad.

Definicién 1.18. Un espacio de probabilidad es una terna (2, A, P[A]), don-
de Q es el espacio muestral, A es el espacio de eventos y P[A] es una funcion

de probabilidad.

Observacion. A todo experimento le corresponde un espacio de probabili-
dad. Dicho de otra manera, en todo resultado o problema de probabilidad,
debe quedar bien definido cada elemento del espacio de probabilidad.

A partir de este momento, el espacio de probabilidad queda bien deter-
minado para toda proposicién, ejercicio o ejemplo de probabilidad.

Ejemplo 1.17. Se lanza un tetraedro numerado y bien balanceado. Deter-
minar el espacio de probabilidad.

El espacio muestral es Q = {1, 2,3, 4}.
El espacio de eventos, en este caso, es el conjunto potencia de €2, esto es,

A={0,{1},{2},{3},{4},{1,2},...,{3,4},{1,2,3},...,{2,3,4},Q}.

Al ser un tetraedro bien balanceado, es razonable definir la funcién de
probabilidad de la siguiente forma:

1
P[{i}] = 1= 0.25, para 1 =1,2,3,4.

De este modo, queda bien definido el espacio de probabilidad por la terna
(Q, A, P[A]), donde cada uno de ellos previamente ya fue definido.
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1.8. Propiedades de probabilidad

A partir de los axiomas de probabilidad es posible demostrar las propiedades
mas importantes. Para cada una de estas propiedades se supone que queda
bien definido el espacio de probabilidad (2, A, P[A]), el cual esta asociado a
un experimento.

Teorema 1.1. P[)] = 0.

Demostracion. Definimos A1, As, As, ... eventos tal que A; = ), para toda
ie{1,2,...}.
Se sabe | J;2 A; = 0, y ademas A;NA; = ) para toda i # j. Por lo tanto,

o0

U

i=1

Pl))=P

o

.
Il
—

P[A;] (por el axioma 3)

o

s
I
—

P[] = lim zn: P[0
=1

n—00 4

= P[0) lim > "1
=1

= P[0] lim n.

n—o0

Como P[] > 0 (por el primer axioma), entonces,
P0] >0 o P[0]=0.
Si P[()] > 0, entonces,

P[0] = P[] lim n diverge,
n—oo
lo cual es una contradiccion, por definicion, P[()] tiene que ser un ntimero
real.
Entonces, no existe més opcion que P[] = 0, observando que, en este
caso, no existe contradicciéon alguna. O

Teorema 1.2. Sean Ay, As, ..., A, eventos mutuamente excluyentes, enton-

U Al = ZP[AZ-].

Demostracion. Definimos A; = 0, para j=n+1,n+2,...
Entonces, podemos afirmar, |J;~; 4; = ;2 4;, ademas A;NA; = () para
toda i #£ j.

ces,

P
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Por lo tanto,

n

U

i=1

P =P

U
i=1

= Z P[A;] (por el axioma 3)
i=1

=> PlA]+ Y Pl4y]
i=1 j=n+1

=> PlA]+ Y Pl
i=1 j=n+1

n [e.o]
= ZP[Ai] + Z 0 (por el teorema 1.1)
i=1 j=n+1

n
=Y P[A]. O
i=1
Teorema 1.3. Sea A un evento, entonces,
P[A] = 1 — P[A].

Demostracion. Obsérvese

1

P[Q] (por el axioma 2)
[AU A°]
[A] + P[A®]. (por el teorema 1.2)

P
P

Por lo tanto,
P[A] =1 — P[A“]. O

Teorema 1.4. Sean A y B dos eventos, entonces,
P[AN B¢] = P[A] — P[AN BJ.
Demostracion. Obsérvese
A=(ANB)U(ANB°, donde (AN B)N (AN B°) = 0.
De esta manera,
P[A] = P[AN B] + P[AN B°].
Por lo tanto,

P[AN B = P|A] — P[AN B. O
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Obsérvese, P[AN B¢| = P[A — BJ.
Teorema 1.5. Sean A y B dos eventos, entonces,
P[AU B] = P[A]+ P|B] — P[AN B].
Demostracion. Dado que
AUB=BU(ANB°), donde BN (AN B°) =0,
se cumple

P[AU B] = P[B] + P[AN B
= P[B]+ P[A] — P[AN B], (por el teorema 1.4) O

Corolario 1.1. Sean A, B y C eventos cualesquiera, entonces,

P[AUBUC] = P[A]+ P[B]+ P|C]— P[AnB]| - P[ANnC] - P[BN (]
+ P[ANBNCI.

La demostraciéon de este resultado se deja al estudiante.

Corolario 1.2. Sean Aq, Ao, ..., A, eventos cualesquiera, entonces,

U

=1

P

=> PlA] - ) PlAin A
=1 INEAY]

+ ) PANANA] -+ (-1 PA N AN N A
1,,k;1<j<k

La demostraciéon de este corolario se deja al estudiante, y se recomienda
utilizar induccién matematica.

Teorema 1.6. Sean A y B dos eventos tales que A C B, entonces,
P[A] < P[B].

Demostracion. Como A C B, entonces, B se puede expresar de la siguiente
manera:

B =AU (BN A°), donde AN (BN A°) = 0.
Asi que
P[B] = P[A]+ P[Bn A°].
Se deduce que
P[B] — P[A] = P[ BN A} >0, (por el axioma 1).

Por consiguiente,
P[A] < P[B]. O
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Corolario 1.3. Sea A un evento, entonces,
P[A] < 1.

Demostracion. Se sabe A C Q.
Entonces,
P[A] < P[Q], (por el teorema 1.6),

Se concluye que
P[A] < 1. O

Teorema 1.7 (Desigualdad de Boole). Sean Aj, As, ..., A, eventos cuales-

quiera, entonces,
n

U

i=1

n

<) PlA].

Demostracion. Se realizara por induccién matematica.

P

Primero para n = 2, se sabe
P[Al U AQ] = P[Al] + P[AQ] — P[Al N AQ]
De esta manera,
P[A1] + P[Ag] — P[A1 U Ag] = P[A1 N A2] >0, (por el axioma 1).

Por lo tanto,
P[A1] + P[As] > P[A1 U Ag].

Suponemos valido para n = k, esto es,

k

Se demostrara paran =k + 1,

k+1

P UAZ- =P
=1

k
U A; U AkJr]_
=1

P

IN

A;| + P[Ag4+1] (valido para n = 2)

=

1

-
I

M)~

P[A;] 4+ P[Ags1] (valido para n = k)

Il
—_ =
|

[Ai] - O

<.
I
—
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1.9. Espacios muestrales finitos y equiprobables

Observacion. Las propiedades anteriores tampoco indican la forma de cal-
cular la probabilidad de un evento. El calculo de probabilidades, como ya se
habia mencionado, es un tema que se empezaré a tratar més adelante, y méas
bien, cualquier forma de calcular una probabilidad debera de cumplir tanto
los axiomas de probabilidad como las propiedades.

1.9. Espacios muestrales finitos y equiprobables

Hasta este momento no se ha tratado el calculo de probabilidad de un evento.
Es importante aclarar que este no es posible hacerlo de una forma general.
Como se vera a través de los capitulos, hay diferentes formas de hacerlo,
depende mucho del experimento.

A continuacion, se analizara el calculo de probabilidades en forma ge-
neral para experimentos donde el espacio muestral es finito y equiprobable,
entendiendo como un espacio muestral equiprobable, aquel espacio donde
cada uno de sus eventos simples tiene la misma probabilidad de ocurrir.

Consideremos que el espacio muestral €2 asociado a un experimento es
finito, digamos que esta conformado por n puntos muestrales, supongamos
que Q = {a,a2,...,an}.

Por otro lado, sea A un evento con k puntos muestrales, supongamos que
A ={a},ds, ..., ax}.

Ahora, si el espacio muestral ) es equiprobable, se cumplira

1
Plai}] = .
Entonces,

P[A] = P[{a1} U {a2} U ... U {d}}]
= P[{da1}] + P[{d2}] + ... + P[{a}}]

1 1 k
=_—4.. — =
n n n
—_——
k  veces

Observacion. La anterior formula corresponde a la probabilidad cldsica de
un evento, y se podra aplicar para aquellos fen6menos donde el espacio mues-
tral €2 sea finito y equiprobable. Si alguno de los dos supuestos no se cumple,
esta formula no se puede usar o se estaria usando en forma incorrecta.

A continuacion, se presentaran los primeros calculos de probabilidad.

Ejemplo 1.18. Para los siguientes casos, calcular la probabilidad de que
resulte

a) Un ndimero par, en el lanzamiento de un dado.

b) Un total de diez, en el lanzamiento de dos dados.

¢) Uno de los dados sea el doble del otro, en el lanzamiento de dos dados.
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a) El espacio muestral es Q = {1,2,3,4,5,6}. Sea A = {par}, entonces,

b) En este caso Q = {(1,1),(1,2),...,(1,6),...,(6,1),(6,2),...,(6,6)}.
Sea B = {un total igual a 10}, entonces,
3 1
P[B]= — = —.
36 12
c¢) El espacio muestral coincide con el espacio del inciso anterior. Sea
C = {uno dado sea el doble del otro}, por lo tanto,
6 1
PlCl=—==-.
€] 36 6
Ejemplo 1.19. En una urna hay n bolas numeradas, del 1 al n. Se selec-
cionan dos bolas aleatoriamente (al mismo tiempo). Calcular la probabilidad
de que resulte el nimero més pequeno (el 1) y el méas grande (el n), en los
siguientes casos:

a) n=4.
b) n=>5.
c) n = 10.

Sea A = {Resulte el ntimero mas pequeno y el mas grande}.
a) El espacio muestral es

Q= {{1,2},{1,3}, {1, 4},{2,3},{2,4}, {3,4}}.

De este modo,

mm:é

b) En este caso

Q={{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4},{1,5},{2,5},{3,5}, {4, 5} }.
Por lo tanto,
1
=10
c) Se puede observar que el nimero de puntos muestrales en este caso es
45, de los cuales uno de ellos favorece al evento, por lo tanto,

PlA]

1

PlA] = .

Se puede notar que, conforme el nimero de bolas en la urna es mas

grande, el célculo del denominador se va complicando, aunque este calculo
todavia se pudo realizar, enlistando los puntos muestrales.
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1.10. Anaélisis combinatorio

Considerando el ejemplo anterior, si las bolas son seleccionadas al azar,
una bola tras otra sin reemplazo, las probabilidades anteriores son respecti-
vamente:%:%;%zl—loy%:%.

Las probabilidades no cambiaron, con respecto a la forma de seleccionar
las bolas. Se puede observar que el ntimero de casos, tanto en el numera-
dor, como en el denominador, si resultaron diferentes, pero los cocientes,
respectivamente, son iguales.

Por otro lado, si las bolas del ejemplo anterior se sacan una tras otra con

reemplazo, las probabilidades correspondientes se calculan de la siguiente
2 _ 1.2 2 1

manera: 55 = g5 55 ¥ 105 = 50

En este caso, las probabilidades respectivamente si son diferentes.

Es importante estar atentos en la forma como se seleccionan los elementos
en un experimento, pues, como se puede observar, la forma de seleccionar
puede influir en el célculo de probabilidades.

Finalmente, supongamos que en la urna del ejemplo anterior hay 20 bolas
numeradas del 1 al 20, y de estas se sacan 5 bolas al azar. El nimero de puntos
muestrales dificilmente se podré calcular enlistando los puntos muestrales,
por lo que sera necesario usar técnicas de conteo. Como dato, el namero de
puntos muestrales en este caso es 15,504.

En general, contar el nimero de resultados posibles en un experimento y
el nimero de resultados a favor de un evento no siempre es un problema facil.
En ocasiones, es necesario apoyarse del analisis combinatorio o técnicas de
conteo. A continuacién, se presentaran estas técnicas de apoyo para el conteo,
y por lo tanto, también seran de gran apoyo para el calculo de probabilidades.

1.10. AndAlisis combinatorio

El analisis combinatorio o técnicas de conteo se apoya béasicamente en el
principio fundamental de conteo. El principio fundamental de conteo con-
siste en dos reglas basicas: la de multiplicacion y la de adicion. A partir de
estas reglas, se presentan las técnicas de conteo mas importantes, las dife-
rentes maneras de contar permutaciones y la forma de contar combinaciones.

Regla basica de multiplicaciéon

Supongamos que existen k procedimientos, donde el ntimero de maneras
en que se puede realizar el procedimiento i es n;, 1 = 1,2,...,k. Ademas,
asumimos que el procedimiento ¢, para ¢ = 2,...,k, se puede realizar en
cualquiera de sus maneras, después de haberse realizado el procedimiento
1 — 1, no importando en que manera se llevo a cabo este tiltimo. Entonces, el
proceso que consiste en realizar el procedimiento 1 y después el procedimiento
2 y después el procedimiento 3,..., y después el procedimiento k, se puede
efectuar de nins - - - ng formas diferentes.
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Ejemplo 1.20. Un menti de comida consta de 5 tiempos. El primer tiempo
se puede seleccionar de 3 formas diferentes, el segundo de 2, el tercero de
1, el cuarto de 2 y el quinto de 6 maneras diferentes. ;De cuéntas formas
diferentes se puede seleccionar el ment?

El ntiimero de maneras diferentes es (3)(2)(1)(2)(6) = 72.

Regla basica de adicién

Supongamos que existen k procedimientos, donde el nimero de maneras di-
ferentes en que se puede realizar el procedimiento i es n;, ¢ = 1,2,...,k.
Ademas, suponemos que los procedimientos no se pueden realizar simulté-
neamente. Entonces, el proceso que consiste en realizar el procedimiento 1, o
el procedimiento 2, o el procedimiento 3, ..., o el procedimiento k, se puede
efectuar de nq + ng + - - - + ngi maneras diferentes.

Ejemplo 1.21. Supongamos que existe solo 1 manera de comer en casa,
5 formas diferentes en la universidad, 3 en cierto restaurante y 2 maneras
diferentes de comer en el mercado. ;De cuantas maneras diferentes se puede
comer en un dfa dado?

El ntimero de maneras diferentes es 1 +5+ 3 + 2 = 11.

En la regla de multiplicacién esta involucrada la letra «y», y en la de
adicion la letra «o» en un sentido exclusivo.

A continuacioén, se veran las técnicas de conteo més importantes, las cua-
les se dividen en la forma de contar las permutaciones y la manera de contar
las combinaciones. Estas técnicas estdn sustentadas en los dos principios ba-
sicos de conteo, pero principalmente en el de multiplicacion.

Permutaciones

Una permutacion u ordenacion de un conjunto es un arreglo hecho por los
elementos o por algunos de los elementos del conjunto.

Ejemplo 1.22. Sea A = {a,b,c,d} un conjunto. Indicar algunas permuta-
ciones de diferente tamano.

Algunas permutaciones sin permitir la repeticion de sus elementos son:
ab, ac, be, da (tamano 2); abe, acd, bed, eda (tamano 3); abed, abde, cbad (ta-
mafio 4).

Algunas permutaciones de diferente tamafio, permitiendo la repeticiéon
de algunos de sus elementos son: abbdc, aaabd, abce, add.

Las permutaciones u ordenaciones de un conjunto se clasifican en:

(I) Permutaciones sin repeticion.
(IT) Permutaciones con repeticion.
(III) Permutaciones con elementos iguales.
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El objetivo de esta seccion es calcular el nimero de permutaciones de
cierto tipo y de determinado tamano que se pueden formar con los elemen-
tos de un conjunto. A continuacién, se mostraran estos célculos.

(I) Permutaciones sin repeticion
El nimero de maneras de ordenar a r elementos diferentes de un conjunto
de n elementos, donde r < n, se denota como P y es igual a

P'=nn—-1)---(n—(r—1)).

r

Ejemplo 1.23. ;De cuintas maneras diferentes se pueden ordenar los ele-
mentos del conjunto {a,b,c}?

El ntimero de maneras es P§ = (3)(2)(1) = 6.
Las ordenaciones son abc, ach, bac, beca, cba, cab.

Ejemplo 1.24. Calcular el ntimero de arreglos de tamano dos del conjunto
{a,b,c,d}.

La respuesta es Py = (4)(3) = 12.
Los arreglos son ab, ac, ad, ba, ca, da, be, bd, cb, db, cd, dc.
Ahora obsérvese

P'=n(n-1)---(2)(1) =nl,

n

donde n!, es conocido como factorial de n, véase la seccion C.1 del apéndice.
Por otro lado, también es cierto

n!
n o __
b= (n—nr)l’

Considerando el dltimo ejemplo, el nimero de permutaciones se puede
calcular usando la anterior formula, esto es,

Ejemplo 1.25. ;Cuantas placas diferentes se pueden formar de 3 letras
diferentes y 2 digitos diferentes, si las letras van primero y pueden ser de la
A ala C y los digitos pueden ser el 1 o 27

La respuesta es 3(2)(1) x (2)(1) = 12.
Las placas son ABC12, ACB12, BAC12, BCA12,CAB12,CBA12,
ABC21, ACB21, BAC21, BCA21, CAB21, CBA21.

Ejemplo 1.26. ;Cuéntas placas diferentes se pueden formar de 3 letras di-
ferentes y 3 digitos diferentes, si las letras van primero y pueden ser escogidas
dela Aala E?
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La respuesta es 5(4)(3) x (10)(9)(8) =43,200.

(IT) Permutaciones con repeticion

El niimero de permutaciones de r elementos cada una, donde los elementos
se toman de un conjunto de n elementos y donde se permite la repeticion de
los elementos es igual a

nxnx---xn=n".
—_—

T veces

Ejemplo 1.27. Calcular el nimero de permutaciones de tamano 2 que se
pueden formar con los elementos del conjunto A = {a, b, ¢}, permitiendo la
repeticion de elementos.

El resultado es (3)(3) = 32 = 9.
Las permutaciones son aa, ab, ac, ba, ca, be, cb, bb, cc.

Ejemplo 1.28. ;Cuéntas placas diferentes se pueden formar de 3 letras y
3 cifras, si las letras van primero y solamente pueden ser de la A a la E?
. Cuéntas placas, si no se permite que la placa termine en 0007

El ntmero de placas diferentes es (5)(5)(5) x (10)(10)(10) =125,000.
El ntimero de placas que terminan en 000 es (5)(5)(5) x (1)(1)(1) = 125.

Por lo tanto, el nimero de placas diferentes que no terminan en 000 es
igual a 125,000-125 =124,875.

(IIT) Permutaciones con elementos iguales
Introduciremos la idea de permutaciones con elementos iguales por medio de
un ejemplo.

Ejemplo 1.29. Supongamos que tenemos los siguientes 3 elementos (2 de
ellos son iguales).

;Cuéantas permutaciones diferentes existen?

Para realizar este célculo, supondremos por el momento, que todos los
elementos son diferentes, para esto les asociamos un niimero diferente a cada
elemento.

Bajo este supuesto, de que los tres elementos son diferentes, sabemos que
el nimero de permutaciones se calcula como: 3! = 6. Estas se presentan a
continuacion:
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ONC N
® e e
@@ e
@0 @

@ o @
@ @@

Si se considera que son iguales aquellos elementos del mismo color, el
nimero de permutaciones son unicamente 3. A continuacién, se presentaran
estas permutaciones

Las cuales pueden ser calculadas de la siguiente forma

3!

En este caso, hay dos subgrupos de colores diferentes, uno de tamano 2
y el otro de tamafio 1, los factoriales de estos niimeros son los que aparecen
en el denominador, en el anterior calculo.

Para acabar de ilustrar las permutaciones con elementos iguales, consi-
deremos otro ejemplo.

Ejemplo 1.30. Calcular el nimero de permutaciones que se pueden realizar
con los siguientes elementos

Si los 4 elementos fueran diferentes, el nimero de permutaciones es

4! =24,
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Pero realmente, las permutaciones diferentes se dan a continuacion:

NN N |

L

'-| e ""} Fs
5 - N L

! Ao
e W X L
Lt _,-'_'\: P Y 5
'x-'-'l Ly

eoe@

Considerando que existen dos subgrupos, cada uno con 2 elementos igua-
les, se puede observar que el nimero de permutaciones diferentes pueden ser

calculadas como Al

212!
En general, el nimero de permutaciones diferentes de un conjunto que
tiene n elementos donde este conjunto se divide en k subgrupos, el primer
subgrupo tiene 71 elementos iguales, el segundo subgrupo tiene ro elementos
iguales,. . ., y donde el k-ésimo subgrupo tiene rj elementos iguales, y ademés
cualesquiera dos elementos de subgrupos diferentes son diferentes, se calcula
de la siguiente manera:

6.

n!
rilrgl - !’
Obsérvese que r1 + 19 + ... + 1 = n.

Ejemplo 1.31. ;Cuéantas palabras diferentes pueden formarse con las letras

de la palabra ESTADISTICA?

Suponiendo que las letras fueran diferentes, el ntiimero de permutaciones
serfa igual a 11! Pero las letras S, T, A e I, aparecen dos veces, por lo tanto,
el namero de palabras diferentes'es igual a

11!
21212121 =2,494 800.
Combinaciones
Consideremos un conjunto con un ntimero de elementos finito, una combina-
cion es un subconjunto formado con elementos de este conjunto.

El objetivo es contar el nimero de combinaciones (subconjuntos) dife-
rentes de cierto tamano que pueden formarse con los elementos de un deter-
minado conjunto. A continuacion, se ilustrara este calculo con un ejemplo.

Ejemplo 1.32. Sea A = {a,b,c,d}, indicar las permutaciones y combina-
ciones diferentes de tamano dos. Para este ejemplo, dar una relaciéon entre el
nimero de permutaciones y el nimero de combinaciones.
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En la parte izquierda se mostraran las permutaciones, y en la parte de-
recha las combinaciones.

ab,ba — {a,b}
ac,ca — {a,c}
ad,da — {a,d}
be,cb — {b, ¢}
bd,db — {b,d}
cd,de — {c,d}

Observemos que el nimero de permutaciones es

Y el nimero de combinaciones es

P4
=2 =6.
2!

Esto es, por cada combinacion pueden formarse 2! permutaciones, dicho
de otra manera, por cada 2! permutaciones hay una combinacién.

Para acabar de ilustrar el célculo del nimero de combinaciones, se pre-
sentara otro ejemplo.

Ejemplo 1.33. Considerando de nuevo el conjunto A = {a, b, c,d}, consi-
derar las permutaciones y las combinaciones de tamafio tres. Para este caso,
dar una relacién entre el nimero de permutaciones y el nimero de combina-
ciones.

En la parte izquierda se mostrarédn las permutaciones, y en la parte de-
recha las combinaciones.
abe, acb, bac, bea, cab, cha — {a, b, c}
abd, adb, bad, bda, dab, dba — {a, b, d}
acd, ade, cad, cda, dac, dca — {a, ¢, d}
bed, bde, cbd, cdb, dbe, deb — {b, ¢, d}

El ntimero de permutaciones, en este caso es

El namero de combinaciones es

Py _
=
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En este caso, por cada 3! permutaciones existe una combinacion.
En términos generales, el niimero de combinaciones de tamano r de un

. n n
conjunto con n elementos se denota como C' = y se calcula como
r

n_ (M) n!
Cr = <r> Corl(n—r)

La interpretacion general es, por cada r! permutaciones diferentes y con
los mismos elementos, existe una combinacién o por cada combinacion, se
pueden formar r! permutaciones diferentes.

Los numeros > son conocidos como numeros combinatorios o CO€ﬁ-
T

cientes binomiales. Véase la seccion C.1 del apéndice para revisar algunas
propiedades de estos ntimeros.

Es importante mencionar que los niimeros combinatorios aparecen en el
teorema del binomio, véase ecuacion C.7, del apéndice.

También, los niimeros combinatorios conforman el tridngulo de Pascal,
véase una parte de este tridngulo en la seccion C.1 del apéndice.

Regresando al ejemplo 1.19, las probabilidades se pueden calcular res-
pectivamente de la siguiente manera:

C3C§ _ 1
cy 6
Cc3Cq _ 1
cy; 10
Cc3C5 _ 1
Cclo 45

Después, del ejemplo 1.19 se considerd que la urna de este ejemplo tenia
20 bolas numeradas del 1 al 20 y se seleccionaron al azar 5 bolas, el ntimero
de puntos muestrales se calcula como 0520 =15,504.

A continuacién, se presentaran algunos ejemplos de calculo de probabili-
dades, donde se aplicaran las diferentes técnicas de conteo.

Ejemplo 1.34. En una urna hay 15 bolas numeradas del 1 al 15. Se sacan 5
bolas en forma aleatoria, calcular la probabilidad de que las bolas obtenidas
sean entre los primeros 10 ntmeros del 1 al 10.

(5)

La solucion es
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Ejemplo 1.35. ;Cuantos subconjuntos de diferente tamano se pueden for-
mar de un conjunto con n elementos?

El nimero de subconjuntos de todos los tamafios es

@+ ()= () () -2 ()
%;(?)““

aplicando el teorema del binomio en la altima igualdad (véase ecuacion C.7
del apéndice).

Este tultimo resultado se puede usar para calcular la cardinalidad de un
espacio de eventos. Considerando los ejemplos 1.14 y 1.15, la cardinalidad
de cada espacio de eventos, se calcula como 2% = 256 y 230 =1,073,741,824,
respectivamente.

Ejemplo 1.36. Se forman ntmeros de tres cifras utilizando los digitos
0,1,2,3,4,5,6, sin permitir la repeticién de digitos.

a) (Cuantos nimeros se pueden formar?

b) ;Cuantos de estos niimeros son pares?

c¢) ;Cuéntos de estos numeros son mayores que 4407

a) Considerando que el primer digito no puede ser 0, la cantidad de
numeros de tres cifras que se pueden formar son

6 x 6 x5 =180.

b) Para contar el nimero de elementos pares, existen dos casos:
Caso 1. Cuando el nimero termina en cero, el niimero de maneras es

6 x5 x1=30.

Caso 2. Cuando el ntimero termina en 2,4, 6, el ntimero de casos es
OXdXxX3J=T5.

Por lo tanto, la respuesta es
30 4+ 75 = 105.

c¢) En este conteo existen dos casos:
Caso 1. Cuando el niimero comienza en 4, el nimero de maneras es

1x2x5=10.
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Caso 2. Cuando el ntimero comienza en 5 o 6, el nimero de maneras es
2x6x5=460.

Entonces, la respuesta es
10+ 60 = 70.

Se deja al estudiante contestar las mismas preguntas, pero considerando
que si se permite la repeticién de los digitos.

Ejemplo 1.37. Un estudiante tiene que contestar 12 preguntas de 15 en
un examen. Si el estudiante selecciona las 12 preguntas a contestar en forma
aleatoria, calcular la probabilidad de que el estudiante conteste

a) Las 5 primeras preguntas.

b) Por lo menos 4 preguntas de las dltimas 5 preguntas.

c) A lo mas 4 de las 5 preguntas intermedias (de la 6 a la 10).

a) La probabilidad pedida se calcula de la siguiente manera:

15
12
b) La respuesta es

HIONHE
G

c¢) La probabilidad es

()(3)
5)\ 7
1——~—~2——~% =0.73626.
15
12
Ejemplo 1.38. Se quieren formar aleatoriamente a 3 nifias y 2 nifios.
Calcular la probabilidad de que
a) Resulten intercalados los nifios con las ninas.
b) Resulten los ninos juntos.

)
¢) Resulten los nifios juntos y las nifias juntas.
d) De que no resulten Rosa y Pepe juntos.

) = 0.75824.
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El ntimero de maneras de formar a los 5 nifios, sin ninguna condicién es
dx4x3x2x1=120.

a) El ntmero de maneras de formar a los ninos de tal manera que las
nifias y ninos queden intercalados es

Ix2x2x1x1=12.

Por lo tanto,

12
Pl[Intercalados ninos y ninas] = 20 = 0.1.

b) Se usara la siguiente notacion: A que resulte nina y O que resulte nifo.
Existen 4 casos:
Caso 1. Cuando se forman O, 0, A, A, A.

El ntimero de maneras es
2x1x3x2x1=12.

Caso 2. Cuando se acomodan A4,0,0, A, A.

El ntimero de formas es
3x2x1x2x1=12.

Caso 3. Si se forman de la siguiente manera: A, A, O, O, A.
El ntiimero de maneras diferentes es

3x2x2x1x1=12.

Caso 4. Si se acomodan de la siguiente forma A, A, A, O, O.
El ntimero de casos es

Ix2x1x2x1=12
El ntimero total de maneras es
124+ 12+ 12+ 12 = 48.

Por lo tanto,
P[Nifios juntos | = a8 0.4.
120
¢) El nimero de maneras diferentes de sentar a las nifias juntas y a los
ninos juntos es 12+12=24 (casos 1 y 4 del inciso anterior), por lo tanto,

P[Ninas juntas y Niflos juntos 0.2.

=10 =
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d) El nimero de maneras en que Rosa y Pepe queden juntos es igual a
48 (misma respuesta que el inciso b de este ejercicio), entonces, el nimero
de maneras en que Rosa y Pepe no queden juntos es 120 — 48 = 72, por lo
tanto,

P[Rosa y Pepe no queden juntos] = 0.6.

120
Ejemplo 1.39. Se escoge aleatoriamente una palabra de todas las que se
pueden formar con las letras de la palabra MATEMATICA (con todas las
letras). {Cual es la probabilidad de que la palabra escogida empiece con la
letra 17

El nimero de palabras diferentes es
10!
21312!
El ntmero de palabras diferentes que empiezan con la letra I, suponiendo
que las todas las letras son diferentes, es

=151,200.

1xXx9x8x---x1=09!

Asi, el nimero de palabras diferentes que inician con la letra I es

21312!

=15,120.
Por lo tanto,

9!
0 =
Ejemplo 1.40. Una delegacién de 4 estudiantes de un posgrado es selec-
cionada todos los afios. Si esta se escoge en forma aleatoria de un grupo de
12 estudiantes, donde se sabe que dos de ellos estan casados. Calcular las
siguientes probabilidades:

a) Que no sean escogidos al mismo tiempo los estudiantes casados.

b) Que sean escogidos al mismo tiempo los estudiantes casados.

P[Empiece con I] = 0.1.

a) La respuesta es
<1O> <2> i <1O> <2>
170 3 ! = 0.909.

b) La probabilidad es

(7)
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Ejemplo 1.41. Seis parejas de casados, formadas cada una por una mujer
y un hombre, se encuentran en un salén.
a) Si se escogen dos personas al azar del salon, calcular la probabilidad de
que resulten
1) Esposos.
11) Un hombre y una mujer.
b) Si se escogen cuatro personas al azar del salon, calcular la probabilidad
de que resulten
1) Dos parejas de casados.
11) Ninguna pareja de casados se encuentre entre los cuatro.

111) Exactamente una pareja de casados entre los cuatro.

P[Esposos] = < : 2)
2

a) I) El resultado es

a) II) La probabilidad pedida es

()

b) I) La probabilidad se calcula de la siguiente manera:

LG .,
(+)

BEOGGE ..

b) III) El calculo de la probabilidad es

LOOWE .
(+)

P[Un hombre y una mujer| =

P[Dos parejas de casados| =

b) II) El resultado es

P[Ninguna pareja de casados| =

P[Una pareja de casados| =
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Ejemplo 1.42. De una baraja ordinaria de 52 cartas se sacan en forma
aleatoria 5 cartas. Calcular la probabilidad de obtener:

a) A lo méas dos ases.

b) Exactamente dos reyes y un as.

¢) Cuatro cartas del mismo valor.

d) Full house (un par y una tercia).

e) Exactamente dos pares.

a) La probabilidad pedida se calcula

P[A lo mas dos ases] =1 — P[3 o 4 ases]
4\ (48 n 4\ (48
_q_ 3/\ 2 4\ 1
B 52
5
b) El calculo de la probabilidad pedida se da continuacion:
£)G) )
2/\1)\ 2
N T 0.00041.
5

4\ /48\ /13
4 1 1
52
5
d) La probabilidad se calcula de la siguiente manera:
4\ /4 e 13
2/\3 2

52
)
e) La respuesta es

) G) (1))
P[Exactamente dos pares] = 2/ \2 521 2] _ 0.04754.
(5)
Ejemplo 1.43. Una persona distribuye n bolas aleatoriamente en n cajas.

Cada bola puede caer en cualquiera de la n cajas. Calcular la probabilidad
de que la caja 1 y solamente la caja 1 quede vacia.

) = 0.99825.

P[Dos reyes y un as|] =
c) El resultado es

P[Cuatro cartas del mismo valor] = ) = 0.00024.

P[Un par y una tercia] = > = 0.00144.
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El ntimero de resultados posibles es n x n x --- xn =n".
N————

n veces
Fijamos momentédneamente la caja 2 para que resulten dos bolas y en el

resto de las cajas una bola, excepto en la caja 1 que quedara vacia. Por lo
tanto, el nimero de maneras diferentes de que resulten dos bolas en la caja

n
2 es
2
De esta forma, el nimero de maneras de que resulte una bola en la tercera
caja es n—2, y que resulte una bola en la cuarta cajaes n—3,. ..,y resulte una

bola en la ultima caja es 1. Por lo tanto, el nimero de resultados diferentes
con 2 bolas en la segunda caja y una bola en cada una de las cajas restantes,
excepto en la primera caja es

<Z> Xx(n—2)x(n—3)x-x(1)= <Z> % (n—2)!

Pero como son n — 1 cajas (no solamente la caja 2) para que resulten 2
bolas, por lo tanto, la probabilidad pedida es igual a

(n— 1)(2) (n —2)! ) (Z) (n—1)!

n" n"

1.11. Probabilidad condicional

El concepto de probabilidad condicional es sumamente importante en te-
mas de procesos estocésticos, de estadistica y de la misma probabilidad. Se
motivara la definicién de probabilidad condicional por medio de un ejemplo.

Ejemplo 1.44. Se lanzan dos dados, uno rojo y otro azul. Se definen los
siguientes eventos A = {Ambos ntimeros son impares}; B = {El ntumero del
dado rojo es menor que el nimero del dado azul}. Encontrar

a) P[A], P[B]y P[An B].

b) P[B dado que se sabe que A ocurri6 | = P[B|A].

c) P[A dado que se sabe que B ocurri6 | = P[A|B].

a) Obsérvese que

A= {(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,1),(3,3),(3,5), (5,1),(5,3), (5,5) };
= {(1 2) ( ),( 4, ( 75)7( 6)?( 73)7(274)7( 75)7(276)7( 74)7
(3 5),(3,6),(4,5),(4,6),(5,6)}y AN B ={(1,3),(1,5),(3,5)}.

Por lo tanto,

9 1 15
PlAl= = =Z:-P[Bl = == = =
(4] 36 47 [B] 36 12
Ademas,
3 1
ANBl= — = —.
(AN B] 36 12
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Capitulo 1. Introduccion a la probabilidad

b) Ahora, si se supone que el evento A ocurri6, entonces, los resultados
posibles se reducen tnicamente a los nueve elementos del evento A, y tres de
estos nueve favorecen al evento B, entonces,

3 1
P[B|A] =2 = -.
BlA] = =
¢) Por otro lado,
3 1
P[A|B] = E=5

Observacién. Las probabilidades P[A|B] y P[B|A] (probabilidades condi-
cionales) se pueden recalcular de la siguiente manera:

3

P[B|A] = % = P[ﬁ[z]B],
36
3

plap = 36 - 2200 [ﬁ[gf].
36

A continuacién, se presentara la definicién de probabilidad condicional.

Definicion 1.19. Sean A y B dos eventos, la probabilidad condicional del
evento A dado el evento B es denotada por P[A|B], y definida

P[AN B

PIAIB] = =5

si P[B] > 0.
Si P[B] = 0, la probabilidad condicional queda indefinida.

La probabilidad condicional del evento B dado el evento A es denotada
por P[B|A4], y es definida

P[AN B]

PIBIA] = =5

si  P[A] > 0.

Si P[A] = 0, la probabilidad condicional queda indefinida.

Observacion. En una probabilidad condicional, el espacio muestral 2 se
reduce a los puntos muestrales del evento dado. Lo que significa que una
probabilidad condicional si es una probabilidad, pero con espacio muestral
diferente, y por lo tanto, los axiomas de probabilidad se cumplen, esto es,
(1) P[A|B] > 0.
() P[Q|B] =1.
(1) PIU;2, Ai|Bl =32, PlAi|B], si AinA; =0, parai# j.
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1.11. Probabilidad condicional

Asi mismo, las probabilidades condicionales, cumplen también cada una

de las propiedades de probabilidad, esto es,

a) P[0|B] = 0.
PlU, Ai|B] = > | P[A;|B], st AinAj =0, parai# j.
P[A¢|B] =1 — P[A|B].
P[Al U A2|B] = P[Al‘B] + P[A2|B] — P[Al N A2|B]
Si A; C Aa, entonces, P[A;|B] < P[A2|B].
PIUL, 4ilB < Y0, PlA|B]

H O Q.0

b)
)
)
)
)

Se deja al estudiante la comprobacion de cada una de las propiedades
anteriores.

Ejemplo 1.45. En una urna hay 3 bolas blancas y 4 rojas. Se sacan en
forma aleatoria dos de ellas. Calcular la probabilidad de que resulten ambas
bolas rojas dado que se sabe que por lo menos una bola roja resulté en la
muestra.

Definamos los siguientes eventos: A = {ambas bolas son rojas} y B =

{por lo menos una bola roja}.
<4> (3>
2/ 0/ _ = 0.28571,

Por lo tanto,
(7>

7
@
P[ANB] P[A]
P[B]  P[B]

La solucién de esta probabilidad, también se puede realizar por espacio
reducido, esto es, el espacio muestral se reduce al evento dado B.

Para describir el espacio muestral y los eventos de este problema, usare-
mos la siguiente notacién: r; = bola i de color rojo, i = 1,2,3,4 y b;=bola i
de color blanco, 1 = 1,2, 3.

De esta manera, se puede describir el espacio muestral

Q= {{ri,ro}, {ri,rs}, {ro,rat, {r, ba}, {r1, b2}, {r1, bs}, {ro, 3}, {ra, ra},

{7’2, bl}7 {T27 b2}7 {T27 b3}7 {T3’ T4}7 {T37 b1}7 {T37 b2}7 {T37 b3}7 {T47 b1}7 {T4, bQ}a
{ra, b3}, {br, b2}, {b1, b3}, {b2, b3} }.

\V)

P[A|B] = = 0.33333.

59



Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

Los eventos A y B se describen a continuacion:
A - {{Tlu T?}a {Tl) T3}7 {Tlv T4}7 {TQ, T3}a {T27 T4}) {T37 T4}})

B = {{rlv TQ}? {T17 T3}’ {T17 T4}7 {Tlv bl}v {7’1, bQ}’ {T17 b3}7 {T27 T3}7 {T27 T4}7
{ra, b1}, {ra, ba}, {ra, b3}, {ra, rat, {rs, bu}, {r3, ba}, {73, b3}, {ra, b1}, {ra, b},
{T4,b3}}.

Por lo tanto,

P[A|B] = 1% — 0.33333.

1.12. Regla de la multiplicacién

A continuacién, se presentaré la regla de multiplicacién de probabilidades,
esta se obtiene a partir de la definicion de probabilidad condicional y es de
utilidad para calcular la probabilidad de la intersecciéon de dos eventos.

P[ANB] = P[AJP[B|4], si P[A] >0,

P[ANB] = P|B]P[A|B], si P|B]> 0.

Las igualdades anteriores se les conoce como la regla de la multiplica-
cion de probabilidades. A continuacion, se presenta la generalizacion para n
eventos.

Teorema 1.8. Sean A, ..., A, eventos tal que P[A1NAsN---NA,_1] >0,
entonces,

P[Al n---N An] = P[Al]P[AQIAl]P[Ag,‘Al ﬁAQ] .- P[An’Al n---N An—l]-

La demostracién se realiza por induccién matemaética y se queda como
ejercicio para el estudiante.

Ejemplo 1.46. En una urna se tienen tres bolas blancas y dos negras. Se
sacan dos bolas en forma aleatoria una tras otra, sin reemplazo. ;Cual es la
probabilidad de que las dos bolas sean blancas?

Sean A = {Bola 1 sea blanca} y B = {Bola 2 sea blanca}.
De esta manera,

2
P[AN B] = PIAIP[B|A] g x2=03
Ejemplo 1.47. Considerando la misma urna del ejemplo 1.46, ahora se

sacan cuatro bolas en forma aleatoria, una tras otra, sin reemplazo. ; Cuél es
la probabilidad de que las tres primeras sean blancas y la dltima sea negra?
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Sean A; = {Bola 1 blanca}; A2 = {Bola 2 blanca}; A3 = {Bola 3 blanca}
y Ay = {Bola 4 negra}.
De este modo,
P[Al NAsNAzN A4] = P[Al]P[A2|A1]P[A3’A1 N AQ]P[A4‘A1 NAsN Ag]
3.2 1 2
= x 7% 3 x5 =01
Ejemplo 1.48. De una urna que contiene 5 bolas negras y 3 verdes se sacan
sucesivamente 3 bolas, sin reemplazo. Calcular la probabilidad de que
a) Las bolas sean del mismo color.
b) Cada color quede representado.

Sean C' = {3 del mismo color}; D = {Cada color quede representado}.
a) De esta manera,
P[C] = PJ[3 bolas negras o 3 bolas verdes]

= P[3 bolas negras] + P[3 bolas verdes]

5 4 3 3 2 1

X Zx 242 %2 %~ =0.1964

8 - X G + 3 X 7 G 0.19643.
b) El resultado es

P[D] = P[(1 negra y 2 verdes) o (2 negras y 1 verde)]
= P[1 negra y 2 verdes | + P[ 2 negras y 1 verde]
58,2 8.5 2 38 2 5
S
FSX 22X S o2 X = x = = 0.8035T.

Observacion. La segunda respuesta también se puede calcular por medio
del uso de combinaciones, obsérvese en la tltima respuesta, los tres primeros
sumandos se refieren a la probabilidad de obtener una bola negra y dos bolas
verdes, y los tres ultimos sumandos se refieren a la probabilidad de obtener
dos negras y una verde; entonces, la probabilidad del evento D es posible
calcularla también de la siguiente manera:

o W) GG
B 0

1.13. Teorema de la probabilidad total

En esta seccion se trataré el teorema de la probabilidad total, el cual sera
de gran utilidad para el calculo de algunas probabilidades. Previamente se
va a presentar el concepto de particion de un espacio muestral, el cual es
importante para este teorema y también para el teorema de Bayes.
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Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

Definicién 1.20. Los eventos By, Bo, ..., B, forman una particion del es-
pacio muestral {2, si cumplen las siguientes 3 condiciones:
(1) P[B;] >0, paratodai=1,2,...,n,
(11) B; N Bj =0, para toda i # j,
n

(111) U B; = Q.
i=1

Observacion. Si los eventos By, Bo, ..., B,, cumplen (III), entonces, se dice
que los eventos son colectivamente exhaustivos.

A continuacién, se presentaré el teorema de la probabilidad total, el cual
se puede aplicar para situaciones donde existe una particiéon del espacio mues-
tral.

Teorema 1.9. Sean By, Bo, ..., B, eventos que forman una particion del
espacio muestral  y sea A un evento cualesquiera, entonces,

HM:E:HM&WBJ

Demostracion. Al ser By, Bs, ..., B, una particion de €, el evento A puede
describirse de la siguiente manera:

n

A= U(A N B;), donde (AN B;)N(ANB;)=0,para todai # j.
i=1

Por lo tanto,

ﬂﬂ:ﬁéﬂAm&]
i=1

= Z P[A|B;]P[B;]  (por el teorema 1.8). O
i=1

Ejemplo 1.49. De una urna con 3 bolas blancas y 2 negras, se seleccionan

en forma aleatoria

a) Dos bolas una tras otra sin sustitucion. ;Cuél es la probabilidad de que
la segunda bola sea negra?

b) Tres bolas sin reemplazo. ;Cuél es probabilidad de que la tercera bola
sea blanca?

a) Consideremos A = {Bola 2 sea negra}; B; = {Bola 1 sea blanca} y
By = {Bola 1 sea negra}.
De esta manera,

P[A] = P[A|B:1]P[B1] + P[A|B] P[B)]

1 3 1 2
ettt o
55T 3x570
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b) Consideremos la siguiente notacion: A = {Bola 3 sea blanca}; By =
{Bola 1 y bola 2 sean blancas}; By = {Bola 1 y bola 2 sean negras};
Bs = {Bola 1 sea blanca y bola 2 sea negra} y By = {Bola 1 sea negra
y bola 2 sea blanca}.

Entonces,

P[A] = P[A|B1]P[Bi] + P[A| B3] P[Bs] + P[A| B3| P[Bs] + P[A|By] P[B4]
1 3 2 3 1,2 3 2 2 2
5

—7x7x7+7x2x7+7x x7+7x7x§—§—06
3574 37574 3 4 3574 5 7

Observacion. En la probabilidad anterior, se puede observar que cada even-
to B; es la interseccién de dos eventos, y para el calculo de su probabilidad,
se aplico la regla de multiplicaciéon de probabilidades.

Ejemplo 1.50. Para cierta accion financiera, se sabe que, inicialmente, la
accion sube con una probabilidad de 0.6 y baja con una probabilidad de 0.4.
Para cualquier otro periodo se sabe que la accién subira con una probabilidad
de 0.7 si en el anterior periodo la accién subid, y la accidén subird con una
probabilidad de 0.4, si en el anterior periodo baj6. Calcular la probabilidad
de que la accién suba, en el tercer periodo.

Consideremos la notacion: A; = {La accion sube en el periodo i}, donde
1=1,2,3.
La probabilidad se calcula de la siguiente manera:

P[A3] = P[A3]A; N As]P[Ay N As] + PA3] A1 1 AS)PA1 N AS)
+ P[A3| A N A9| P[A] N Ag] + P[A3| AT N AS|P[AT N AS)]
= P[A3]|A2]P[A1]P[As| Ai] + P[A3|A5] P[A1] P[A5]|A,]

+ P[A3| A2 P[AT] P[A2| AT] + P[As|A5] PIAT] P[A5] Af]
— (0.7)(0.6)(0.7) + (0.4)(0.6)(0.3) + (0.7)(0.4)(0.4)
+(0.4)(0.4)(0.6) = 0.574.

1.14. Teorema de Bayes

En esta seccién se presentard y se demostrara el teorema de Bayes, el cual
es de mucha utilidad para calcular probabilidades condicionales, ademas es
el fundamento de la teoria de la estadistica bayesiana.

Teorema 1.10. Sean By, Bo, ..., B, eventos que forman una particion del
espacio muestral 2 y sea A un evento cualquiera, entonces,

P[A|B;|P[B;]

n )

Z P[A|B;]P[B]

para toda i =1,...,n.

P[B;|A] =
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Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

Demostracion.

P[A]
P[A|B;|P|B]

Z P[A|B;]P[B;]

P[B;|A] =

En la demostracién anterior, en el numerador se aplico la regla de mul-
tiplicaciéon y en el denominador el teorema de la probabilidad total.

Ejemplo 1.51. Considerando el ejemplo 1.49. Se sabe que la segunda bola
fue negra, calcular la probabilidad de que la primera bola sea negra.

Consideremos la notacion: A = {Bola 2 negra}; B; = {Bola 1 blanca} y
By = {Bola 1 negra}.

Entonces,
P[A| B3| P[Bs]
P[By|A] =
[B:] 4] P[A|B1]P[B1] + P[A|Bs]P|By]
ix2
= ——2 - =(0.25.
Txirine

Ejemplo 1.52. El departamento de créditos en un banco realizé un analisis
de sus clientes que tienen asignada una tarjeta de crédito. De este anélisis, se
llegaron a las siguientes conclusiones: el 7.5 % de sus clientes se han demorado
con sus pagos mensuales en dos meses seguidos o mas en alguna ocasion.
De sus clientes que no han incumplido o se han demorado solo por una
mensualidad, el 95 % realizan su siguiente mensualidad sin demora alguna, y
de sus clientes que sean demorado 2 o mas veces seguidas, el 55 % de las veces
se demoran en su siguiente mensualidad. Se selecciona al azar un cliente de
tarjeta de crédito. Calcular la probabilidad

a) De que el cliente no cumpla con su siguiente pago.

b) De que sea un cliente que se ha demorado dos o més veces seguidas en

alguna ocasion, dado que se observd que se demoro en su ultimo pago.

Consideremos la siguiente notacion: C' = {Cliente cumplido o a lo mas
una mensualidad con demora}; I = {Cliente incumplido con dos o mas
mensualidades vencidas}; MC = {Cumple con la siguiente mensualidad} y
M1I = {No cumple con la siguiente mensualidad}.

a) La probabilidad de que el cliente no cumpla su siguiente mensualidad

P[MI] = P[MI|C]P[C] + P[MI|I|P[I]
= (0.05)(0.925) + (0.55)(0.075) = 0.0875.
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b) La probabilidad solicitada se calcula de la siguiente manera:

P[MI|I|P[I]
[MI|I|P[I] + P[MI|C]P[C)]
055 x 0.075
~ 0.0875

Ejemplo 1.53. En una poblacién se sabe que el 0.01 de la gente tiene una
enfermedad. Una prueba para detectar dicha enfermedad tiene las siguientes
caracteristicas: si una persona tiene la enfermedad, la prueba lo indicara con
una probabilidad de 0.99, y si no la tiene, la prueba indicara lo contrario
con una probabilidad del 0.02. Se selecciona una persona en forma aleatoria
de dicha poblacién y se le realiza la prueba. La prueba indica que tiene
la enfermedad. Calcular la probabilidad de que realmente la persona esté
enferma.

PIIMI) = &

= 0.47143.

Consideremos la siguiente notacion: E = {La persona esta enferma};
S = {La persona esta sana} y P = {La prueba indica positivo}.

P[P|E|P[E]
[P|E|P[E] + P[P|S]P[S]
- 0.99 x 0.01
~0.99 x 0.01 4+ 0.02 x 0.99

PE|P] =

= 0.33333.

1.15. Independencia

En esta seccién se tratara el concepto de independencia de dos o més eventos.
Cabe senalar que la independencia de eventos es de suma importancia para el
célculo de probabilidades y, en temas de inferencia estadistica, es un concepto
fundamental.

A continuacion, se dara la definiciéon de independencia de dos eventos.

Definicion 1.21. Dos eventos A y B son independientes si cumplen alguna
de las siguientes igualdades:

(1) P[AN B] = P[A]P[B].

(1) P[A|B] = P[4], si P[B]> 0.
(1) P[B|A] = P[B], si P[A] > 0.

Observacion. Si los eventos A y B cumplen alguna de las tres condiciones
anteriores, es méas que suficiente para poder afirmar que los eventos son inde-
pendientes. En otras palabras, las tres igualdades anteriores son definiciones
equivalentes de independencia de dos eventos. La demostraciéon queda como
ejercicio para el estudiante.

Ejemplo 1.54. Se lanzan dos dados y se definen | os s iguientes eventos:
A = {El primer dado es par} y B = {La suma de los dados es par}. ;Los
eventos A y B son independientes?
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Capitulo 1. Introduccién a la probabilidad

Obsérvese

18 1 18 1 9 1

De este modo,
P[AnN B] = P[A]|P[B].

Por lo tanto, A y B son eventos independientes.
La definicién de independencia de eventos se puede generalizar para mas
de dos eventos, véase la siguiente definicion.

Definicion 1.22. Los eventos Aq, As, ... A, son independientes, si cumplen
las siguientes igualdades:

P[All mAiz] = P[Al1]P[AZQ]7 para iy 7£ i2,
P[AZl N Aiz N A“] = P[A“]P[AZQ]P[AH], para g 75 19 75 13,
PlA1N As (-1 Ay] = P[A]P[As] - - - P[Ay).

Observacion. Para verificar que los eventos A, B y C sean independientes,
se tienen que cumplir las siguientes 4 igualdades:

P[AN B] = P|A|P[B], (1.1)
P[ANC] = P[A]P[C], (1.2)
P[BNC) = P|B|P|C), (1.3)

| = PlA]P| (1.4)

Obsérvese que para verificar que los eventos Aq, As, ... A, sean indepen-
dientes, se tienen que verificar 2" — n — 1 igualdades.

Ejemplo 1.55. Se arrojan dos dados al aire y se definen los siguientes
eventos A = {El primer dado es par}, B = {El segundo dado es par}
y C = {El segundo dado es mayor que 4}. ;Son los eventos A, By C
independientes?

Se calcularan las probabilidades correspondientes

1 1 1 9 1
6 1 6 1 3 1
PA = — = = = — = — = — = —.
[ANC] 36 6,P[BﬂC] 36 6yP[AﬁBﬁC’] % = 1
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Asf que,
Pmmmzpwmm:i
PlANC] = PIAIPIC] = ¢,
PIBAC) = PIBIPIC] =

Pmmquzpmﬂmﬂqz%.

Por lo tanto, los eventos A, B y C son independientes.

Observacion. El hecho de que se cumpla la igualdad 1.4, no garantiza de
que los eventos A, B y C sean independientes, véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.56. Se lanzan dos dados al aire, y se definen los siguientes
eventos: A = {El primer dado es mayor que el segundo dado}, B = {La
suma de los dos dados es igual a 10}, C = (). Verificar si los eventos A, B y
C son independientes.

Obsérvese

P[ANBNC] = P[)] = 0 = P[A]P[B|P[C).

Esto es, se cumple la igualdad 1.4.
Ahora, obsérvese
15 5 3

1 1

De este modo,
P[AN B] # P[A]P]B].

Se concluye que los eventos A, B y C' no son independientes.

Observacion. La independencia por parejas de los eventos A, B 'y C no
implica la independencia de los tres eventos, véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.57. Se lanzan dos dados al aire y se definen los siguientes
eventos A = {El primer dado es par}; B = {El segundo dado es par} y
C = {El total de ambos resultados es par}.

Obsérvese
1 1 1
1 1 1
P[AN B] :Z;P[AOC]:fyP[BﬂC]:Z.
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Se puede notar que los eventos A, B y C son independientes por parejas,
pero

PIANBNC) = i y, é _ PLAIP[BP[C).

En general, los tres eventos no son mutuamente independientes.

La interpretacion de la anterior situacion es que la ocurrencia de algtn
evento no afecta a la probabilidad de algin otro evento. Pero la ocurrencia de
dos eventos posiblemente afecte la ocurrencia del tercer evento, o también,
la ocurrencia de un evento posiblemente afecte la ocurrencia simultanea de
los otros dos eventos. Para aclarar este comentario, del anterior ejemplo,
observemos las siguientes probabilidades

PlA] = %; PlAB] = % v PIABAC] = 1.

Esto es, la ocurrencia de B no afect6 la probabilidad de A, pero la ocu-
rrencia de B y C' si modifico la probabilidad de A.

Teorema 1.11. Si A y B son eventos independientes, entonces, los eventos
A y B¢ también son independientes.

Demostracion.
P[AN Bl = P[A] — P[AN B
= P[A] — P[A|P[B]
= P[A|(1 - P[B])
= P[A]P[B°].
Por lo tanto, los eventos A y B¢ son independientes. O

El teorema anterior indica que si los eventos A y B son independientes,
entonces, los eventos A y B¢ también lo son, y si estos dos tltimos son
independientes, aplicando de nuevo el teorema, entonces, los eventos A¢ y
B¢ también son independientes, y aplicando otra vez el teorema, podemos
afirmar que los eventos A€ y B también lo son.

Ejemplo 1.58. Sila probabilidad de que Pepe todavia esté vivo al cabo de
10 afios es de 0.8 y la probabilidad de que Maria sobreviva el mismo lapso
es de 0.95. ;Cual es la probabilidad de que ninguno sobreviva 10 anos?

Es importante aclarar que las vidas de Pepe y de Marfa son eventos
independientes, supuesto que en la matemética actuarial también se hace, las
vidas de dos personas son independientes. Este supuesto se hace para calcular
la probabilidad conjunta de muerte (o de vida) de dos o més personas.

Consideremos la siguiente notacion: P = {Pepe sobreviva 10 afos} y
M = {Maria sobreviva 10 anos}.
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Por lo tanto, la probabilidad solicitada se calcula de la siguiente manera:

P[P® N M¢] = P[P|P[M"]
= 0.2 x 0.05 = 0.01.

Ejemplo 1.59. Un jugador de baloncesto es exitoso en el 50 % de sus tiros,
ademas, se supone independencia entre los diferentes tiros que él realiza. De
sus cuatro tiros siguientes, calcular la probabilidad de que enceste

a) Tres tiros.

b) Por lo menos un tiro.

¢) Dos tiros.

a) Encestar tres tiros de cuatro, significa no encestar uno, este tiro puede
ser el primero, el segundo, el tercero o el ultimo (4 casos). La probabilidad
de que falle el primer tiro y los otros tres sean exitosos es

0.5 % 0.5 x 0.5 x 0.5 = 0.5%.

La multiplicacién de estas probabilidades es posible ya que los tiros que
realiza el jugador son independientes entre si.

En general, la probabilidad de que falle un tiro especifico y los demés los
enceste es 0.5% Entonces,

P[Enceste tres tiros | = 4 x 0.57 = 0.25.
b) La siguiente probabilidad se calculara por complemento.

P[Encestar por lo menos un tiro] = 1 — P[Encestar cero tiros ]

=1-0.5*=0.9375.

¢) Dos tiros encestados de los 4, significa alguno de los siguientes casos:

FEFF;EFEF;EFFE; FFEE,FEFE y FEEF, donde E significa en-
cestar y F' fallar un tiro. La probabilidad de que ocurra cualquiera de estos
6 casos, es igual a 0.5%, por lo tanto,

P[Encestar dos tiros | = 6 x 0.5 = 0.375.

Otra manera de calcular esta probabilidad es

@) (0.5)%(0.5)% = 0.375.

Ejemplo 1.60. Los empleados de cierta universidad se encuentran separa-
dos en tres divisiones: Administracion (AD), Académicos (AC) y Sindicali-
zados (S). La siguiente tabla indica el namero de empleados en cada division,
clasificados por mujeres (M) y hombres (H).
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M H

AD | 20 30
AC | 60 | 140
S 100 | 50

Se selecciona en forma aleatoria un empleado de esta universidad,

a) {Cudl es la probabilidad de que el empleado sea académico si se sabe que
es mujer?

b) ;Los eventos hombre y sindicalizado son independientes?

c) (Cual es la probabilidad de que el empleado no sea mujer y no sea aca-
démico?

a) La solucion es

placiM] = 2% _ 33333,

180
b) Obsérvese
50 220 150
P|H = =0.125; P|H| = =0. P|S] = = 0.375.
[H 8] = 5 = 0125 P[H] = J=5 = 0.5 y P[] = 125 = 0.375

De este modo,

0.55 x 0.375 = 0.20625 # 0.125.

Por lo tanto, los eventos H y S no son independientes (son dependientes).
c¢) La probabilidad se calcula como
P[M¢NAC] = P[(M UAC)
=1—- P[M U AC]
=1— P[M] — P[AC] + P[M n AC]
180 200 60
- — 4+ — =02
400 400 + 400
Ejemplo 1.61. Una urna contiene tres monedas, una de las cuales esté
acunada con dos aguilas, mientras que las otras dos son monedas normales
y no son sesgadas. Se escoge una moneda al azar de la urna y se lanza
cuatro veces en forma sucesiva, resultando todas las veces aguila. Calcular la
probabilidad de que la moneda seleccionada se trate de la moneda anormal.

Usaremos la siguiente notacion: A = {Resulten cuatro aguilas sucesivas};
B; = {Resulte una moneda normal}; Bs = {Resulte la moneda anormal}.
De este modo,

- P[A|Ba]P[By]
P[By|A] = P[A|B;|P[B1] + P[A|Bs] P[Bs]
_ 1x g 0.89

Obsérvese que se aplico el teorema de Bayes e independencia de eventos.
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Ejemplo 1.62. De una urna que contiene 5 bolas negras y 3 verdes se sacan
sucesivamente 3 bolas con reemplazo. Calcular la probabilidad de que

a) Las tres bolas sean del mismo color.

b) Cada color quede representado.

Obsérvese que este ejercicio es como el ejemplo 1.48, lo que cambia es la
forma de seleccionar las bolas, en lugar de obtener las bolas sin reemplazo,
ahora son seleccionadas con reemplazo. Obsérvese que este cambio influye
en los resultados.

a) El hecho de que la seleccion de las bolas se realice con reemplazo,
significa que existe independencia entre la selecciéon de una bola y otra.
De esta manera,

P[Resulten 3 bolas del mismo color] = P[Resulten 3 bolas negras]
+ P[Resulten 3 bolas verdes]

5% /3)°
=|= -] =0.29688.
b) La probabilidad pedida se calcula como

P[Cada color quede representado] = P[1 negra y 2 verdes]
+ P[2 negras y 1 verde]

—§><§><§><3+§><§><§><3
87878 8§ 8 8
= 0.70313.

Ejemplo 1.63. Dos personas lanzan 3 monedas regulares cada una. Cal-
cular la probabilidad de que ambas personas obtengan el mismo nimero de
dguilas.

Sea A = {Obtengan el mismo nimero de aguilas}, entonces,

P[A] = P[Ambos obtengas 0 aguilas] + P[Ambos obtengan 1 aguilal
[Ambos obtengas 2 aguilas | + P[Ambos obtengan 3 aguilas |
Persona 1 obtenga 0 aguilas| P[Persona 2 obtenga 0 aguilas]
Persona 1 obtenga 1 aguila | P[Persona 2 obtenga 1 4guila]
Persona 1 obtenga 2 aguilas | P[Persona 2 obtenga 2 aguilas]

Persona 1 obtenga 3 aguilas | P[Persona 2 obtenga 3 aguilas]
1\* /1\? 1\, /1\? NSRS AR R
) () +3(2) 3(2) +3(=2) 3(= 2) (=
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Ejercicios del capitulo 1

1.-

Sean A, B y C tres eventos asociados a un experimento. Expresar en no-
tacion de conjuntos las siguientes expresiones verbales y, a la vez, realizar
el correspondiente diagrama de Venn.

a) No ocurre el evento A.

b) No ocurre ninguno de los tres eventos.

) Solo ocurre el evento A.

d) Al menos uno de los eventos ocurre.

e) Exactamente uno de los eventos ocurre.

f) Exactamente dos de los eventos ocurren.

g) No ocurren méas de dos sucesos simultaneamente.

C

Demostrar que Igc(x) =1 — I4(x).

De un conjunto de 7,000 profesionistas. Cada profesionista se clasifica en

1) Administrativo o académico.
11) Hombre o mujer.
111) Casado o soltero.

De estos profesionistas, 4,000 son académicos, 2,300 son mujeres y la
mitad del total son profesionistas que estan casados. Por otro lado, se
sabe que 660 son mujeres y administrativas, 1,506 son mujeres solteras y
700 son administrativos y solteros. Ademas, se sabe que 300 profesionistas
son mujeres solteras y que trabajan en el drea administrativa. Calcular
el ntiimero de profesionistas de la empresa que son académicos, hombres
y casados.

Sean Aj, Ao, ..., A, eventos, demostrar que I{AmAgmmnAn}(x) =
Ty (2)1ay() - Ia, ().
Demostrar el corolario 1.1.

Supéngase que A, By C son eventos tales que P[A] = P[B] = ; P[C] =
2, P[ANB] =¢; P[BNC] = 3y P[ANC] = 0. Justificando bien la
respuesta, calcular la probabilidad de que

a) Al menos uno de los 3 eventos A, B o C ocurra.
b) A lo més dos eventos de A, B y C ocurran.

Sean Ay B eventos cualesquiera, demostrar P[A A B] = P[A] + P[B] —
2P[ANB].

Demostrar el corolario 1.2.

Supoéngase que A y B son dos eventos independientes asociados a un
experimento. Se sabe que la probabilidad de que ocurra A o B es igual a
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0.7 y de que ocurra A es igual a 0.4, determinar la probabilidad de que
B ocurra.

10.- Entre los ntmeros 1,2, ...,90 se escoge un ntimero aleatoriamente. Cal-
cular la probabilidad de que el namero escogido sea divisible por 4, 5 o
por 6.

11.- Sean A y B dos eventos asociados con un experimento. Supdéngase que
Pl[AUB]=0.7y P[B] = 0.4.
a) (Para qué eleccion de P[A], los eventos A y B pueden ser mutua-
mente excluyentes?
b) (Para qué eleccion de P[A], los eventos A y B son independientes?

12.- De 8 nameros positivos y 9 negativos, se eligen 10 ntimeros al azar (sin
sustitucion) y se multiplican. Calcular la probabilidad de que el producto
sea un namero positivo.

13.- En una caja hay 12 numeros del 1 al 12. Se eligen tres ntimeros al azar.
Calcular la probabilidad de que

a) El nimero menor de los seleccionados sea 6.
b) El namero mayor de los seleccionados sea 6.

14.- Se lanza un dado 10 veces. Calcular la probabilidad de que

a) El ntmero 4 salga por lo menos una vez.
b) El nimero 4 resulte exactamente una vez.

15.- Se lanzan dos dados. Puesto que las caras muestran ntmeros diferentes,
calcular la probabilidad de que una de las caras sea el nimero 6.

16.- Supdngase que tenemos 2 pantalones: pantalon A y pantalon B, cada
uno con dos bolsas. El pantaléon A tiene una moneda de $10 en una
bolsa y una de $5 en la otra, mientras que el pantalon B tiene una
moneda de $10 en cada una de las bolsas. Se escoge un pantalon al azar,
y de ésta se escoge una bolsa al azar. La moneda encontrada en esta
bolsa seleccionada resulto ser de $10. Calcular la probabilidad de que la
moneda provenga del pantalén B.

17.- Una urna contiene tres monedas de $10, dos monedas de $5 y una
moneda de $1. Otra urna contiene una moneda de $10, dos monedas de
$5 y tres monedas de $1. Una moneda es seleccionada al azar de cada
urna.

a) Describir el espacio muestral.

b) Encontrar la probabilidad de que ambas monedas sean del mismo
valor.

¢) (Es la probabilidad de que ambas monedas sean de $5, més grande
que la probabilidad de que ambas monedas sean de $17
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18.- Las monedas de las dos urnas del ejercicio anterior, se juntan en una
sola urna, entonces, una muestra aleatoria de 3 monedas es obtenida.
Calcular la probabilidad de que los tres valores estén representados, si la
muestra es realizada

a) Con reemplazo.
b) Sin reemplazo.
. . P[A]
19.- Suponiendo que P[B] > 0, jes cierto que 2P[A|B] — PB| < 17 En caso

afirmativo, probarlo, en caso contrario, dar un contraejemplo.

20.- ;Es cierto que si P[A] = 1—P[B], entonces, A = B°? En caso afirmativo,
probarlo, en caso contrario, dar un contraejemplo.

21.- Si P[AU B] = 0, jes posible que P[A N B] > 07 Justificar bien la
respuesta.

22.- ;Es cierto, que si se cumple P[A] =1 —2 y P[B] = 1 — y, entonces,
P[ANB]>1—-x—y y PIAUB] > 1—xz — y? En caso afirmativo,
probarlo, en caso negativo, dar un contraejemplo.

23.- De un seguro de auto se sabe que el 12 % de los asegurados, tuvieron al
menos un siniestro el afio pasado. Ademéas, se sabe que la probabilidad de
que una persona tenga un accidente en el presente ano, dado que el afio
pasado tuvo al menos un siniestro de automovil es del 38 %, por otro lado,
se sabe que la probabilidad de que una persona no tenga un accidente en
el presente ano, dado que no tuvo algiin accidente el ano pasado, es del
93 %. Se selecciona un asegurado al azar y se observa que tuvo accidente
en el presente ano, jcuél es la probabilidad de que el asegurado no tuvo
algin accidente el ano pasado?

24.- Sean Ay B dos eventos, tal que P[A] > 0y P[B] > 0, jes cierto que si
P[A|B] > P[A], entonces, P[B|A] > P[B]? En caso afirmativo, probarlo

y en caso negativo, dar un contraejemplo.

25.- Suponiendo P[C] > 0, jes cierto que si A C B, entonces, se cumple
P[B|C] > P[A|C]? En caso afirmativo, probarlo y en caso negativo, dar
un contraejemplo.

26.- Suponiendo P[C] > 0, jes cierto que si P[A] < P[B], entonces, se cum-
ple P[A|C] < P[B|C]? En caso afirmativo, probarlo, en caso negativo,
dar un ejemplo.

27.- Demostrar que si P[B|A°] = P[B|A], entonces, A y B son eventos
independientes.
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28.- Demostrar que si P[A] = 2z y P[B] = z, donde = > 0, entonces,
3xr—1
PB|A] > 22—~

P[A| + P|B
29.- (Es cierto PlAl+ PIB) > P[A N B]? En caso afirmativo, probarlo, en

caso negativo, dar un contraejemplo.

30.- Contestar las preguntas del ejemplo 1.36, pero ahora permitiendo la
repeticion de los digitos.

31.- Con los digitos 0,1,2,3,4,5,6 se forman numeros de 4 cifras. De todos
los niimeros posibles, se escoge al azar un ntmero. Calcular la probabili-
dad de que resulte

a) Un namero par.
b) Un namero par y menor a 3,332.

32.- Es cierto que P[A|B]+ P[A|B¢] = 17 En caso afirmativo, probarlo, en
caso negativo, dar un contraejemplo.

33.- (Es cierto que si A y B son eventos independientes, entonces, P[A|B]+
P[A¢|B¢] = 17 En caso afirmativo, probarlo, en caso negativo, dar un
contraejemplo.

34.- Demostrar el teorema 1.8.

35.- Para un seguro de gastos médicos mayores, la salud de sus asegurados
es muy importante. Un actuario, para una poblacién, realizé una inves-
tigacion y llegd a los siguientes resultados: el 25 % de las personas tiene
una adiccién severa. De la gente con problemas de adiccién severa, el
60 % tiene hipertension, por otro lado, el 40 % de las personas que no
tiene problemas de adicciéon severa, tienen problemas de hipertension.
;,Qué porcentaje de personas que tiene hipertension, tiene problemas de
adiccion severa?

36.- Consideremos dos urnas: la urna 1 tiene 15 bolas, de las cuales 6 son bo-
las rojas. La urna 2 tiene 6 bolas numeradas con los digitos 3,4,5,6,7, 8.
Se saca una bola al azqr de la urna 2 y segtin el nimero obtenido, digamos
n, se obtiene una muestra aleatoria de tamano n de la urna 1. Encontrar
la probabilidad de que todas las bolas seleccionadas de la urna 1 sean
rojas.

37.- En una caja hay 4 monedas. Dos de ellas son monedas normales y
las otras dos son anormales. De las monedas anormales, una tiene la
caracteristica de que al ser lanzada resultaré sol con una probabilidad de
0.6, y la otra resultara sol con una probabilidad de 0.8. Se selecciona una
moneda de la caja al azar y se lanza 3 veces.
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a) Calcular la probabilidad de que resulten 3 soles.

b) Side los 3 lanzamientos resultaron dos aguilas y un sol. Calcular la
probabilidad de que la moneda seleccionada sea una de las monedas
normales.

38.- Si Ay B son eventos independientes, tal que P[A] = § y P[B°] = 1,
encontrar P[(A U B¢)].

39.- Se tiene una baraja de 24 cartas, con 4 palos: {, O, &, # y 6 ntimeros:
as, 2, 3, 4, 5, 6. Se sacan 5 cartas aleatoriamente de la baraja, calcular
la probabilidad de que resulten

a) Cuatro cartas del mismo valor.

b) Cinco cartas del mismo palo.

¢) Una tercia (ningtn par).

d) Dos cartas exactamente de un palo y otras dos cartas exactamente
de otro palo diferente.

40.- Un hamster es colocado en un tubo, donde solo tiene dos opciones: ir a
arriba o ir a abajo, si elige arriba recibiré comida, de lo contrario recibiré
un estimulo negativo. Cuando un hdmster es puesto por primera vez en el
tubo, este elige con la misma probabilidad cualquiera de las dos opciones.
Después de haber recibido alimento en una prueba, para la siguiente
ocasion, el hamster elegird el alimento con una probabilidad de 0.7. Y
en caso de haber recibido el estimulo negativo, para la siguiente prueba,
elegira arriba con una probabilidad de 0.85. Calcular la probabilidad de
que el hamster seleccione

a) Arriba en la segunda prueba.
b) Abajo en la tercera prueba.

41.- Si P[A] = P[B] = P[B|A] = }, json Ay B eventos independientes?

42.- Si A y B son eventos independientes tales que P[A] = P[B] =
calcular P[(AU B¢) N (AU B)].

43.- Para un grupo de asegurados, se tiene la siguiente informacion, el 60 %
son del sexo masculino y el 40 % son del sexo femenino. Ademas, se sabe
que el 30 % de los hombres y el 70 % de las mujeres tienen la adiccion de
fumar tabaco. Se selecciona un asegurado al azar de este grupo, calcular
la probabilidad de que sea hombre, dado que se sabe que tiene la adicciéon
de fumar.

44.- Si P[C] = P[A|C] = P[BJANC] = %, jcudl es PIANBNC]?

45.- Un dado bien balanceado es arrojado 5 veces. Si se sabe que el ntimero 2
aparece al menos dos veces, jcudl es la probabilidad de que este aparezca
exactamente 3 veces?
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46.- Sean A, B, C' vy D eventos tales que cumplen con B = A¢, CN D = (),
PlA] = §, P[C|A] = 5, P[C|B] = g, PID|A] = 5y P[D|B] =
Calcular P[C'U D].

47.- Considerando la definicién 1.21 de dos eventos independientes, demos-
trar que las igualdades: (I),(II) y (III) de esta definicion son afirmaciones
equivalentes.

48.- Un estudiante realiza un examen de opciéon miiltiple, en el cual cada
pregunta tiene 4 respuestas posibles, de las cuales una es la respuesta
correcta. Si el estudiante conoce la respuesta, entonces, seleccionaré la
respuesta correcta. De otra manera, él contestara aleatoriamente de las
4 posibles respuestas. Supongamos que él no conoce la respuesta en un
30 % de las preguntas.

a) ;Cuél es la probabilidad de que el estudiante conteste correctamente
una pregunta?

b) Si el estudiante contesta correctamente una pregunta, ;cual es la
probabilidad de que él realmente conociera la respuesta?

49.- Sean A, B y C eventos tales que cumplen con P[AN BN C] > 0.
Justificando bien las respuestas, verificar si las siguientes afirmaciones
son ciertas.

a) Si P[C|AN B] = P[C|B], entonces, P[A|BNC] = P[A|B].
b) PIANB|AUB] = 1.
¢) PIAUB|ANB] = 1.

50.- Si ocho dados son arrojados, jcuél es la probabilidad de obtener cuatro
nimeros pares idénticos y cuatro nimeros impares idénticos?

51.- Un grupo de estudiantes de primaria esta conformado por 10 nifios y 9
ninas. El maestro selecciona 5 estudiantes aleatoriamente con reemplazo.
Calcular la probabilidad de que el ntmero de ninos seleccionados exceda
al nimero de ninas seleccionadas.

52.- Sean A, B y C tres eventos tales que los eventos A y B son indepen-
dientes, ademas, se cumple BNC = 0, P[A] = %, P[B] = 1 y P[C] = 1,
calcular P[(AN B)¢UC].

53.- Una carta es seleccionada aleatoriamente de una baraja ordinaria, y su
resultado es anotado, entonces la carta es regresada. Este procedimiento
se realiza 10 veces. Calcular la probabilidad de que resulten exactamente
2 reinas en las 10 cartas seleccionadas, si se sabe que resulté al menos
una reina.

54.- Supongamos que los eventos A, B y C' son mutuamente independientes
y P[AN B] # 0. Demostrar que P[C|AU B] = P[C].
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55.- Una compania adquiere un seguro contra accidentes laborales. Los ac-
cidentes de esta compaiiia son clasificados en tres categorias diferentes:
pequenos, moderados y severos. De acuerdo a la experiencia, se ha encon-
trado las siguientes caracteristicas: la probabilidad de que un accidente
sea pequeno es de 0.3, que sea moderado es de 0.1 y que sea severo es de
0.05. Dos accidentes ocurren independientemente en un mes. Calcular la
probabilidad de que ninguno de los accidentes sea severo y a lo méas uno
sea moderado.

56.- Una caja tiene 12 bolas numeradas del 1 al 12. Dos bolas son selecciona-
das aleatoriamente, una tras otra, sin reemplazo. Calcular la probabilidad
de que los ntimeros de las bolas seleccionadas difieran en sus ntimeros por
dos o més.

57.- Si P[A] =04y P[AU B] = 0.6, encuentra P[B] si

a) Ay B son eventos independientes.
b) P[A|B] =0.2.

58.- Para las probabilidades condicionales, demostrar que se cumplen las
propiedades de probabilidad, esto es, comprobar que se cumplen las
siguientes igualdades:

a) P[0|B] =0.
b) P|U~L, Ai|Bl =Y. P[A;|B], si 4;NA; =0, parai # j.
c) P[A¢|B] =1— P[A|B].
d) P[Al U AQ‘B] = P[A1|B} + P[AQ’B] — P[Al N AQ‘B]
e) Si A; C As, entonces, P[A;|B] < P[Az|B].
)

59.- ;Es cierto que P[ANB¢|A]+ P[A|B] = 17 En caso afirmativo, probarlo,
en caso negativo, dar un contraejemplo.

60.- Supongamos que 10 bolas son arrojadas al azar, una por una, a 10 cajas.
Cada bola caerad en una y solo una caja. Calcular la probabilidad de que
exactamente una caja quede vacia.

61.- Se sabe que la probabilidad de que una méquina se descomponga en un
dia dado es de 0.05, ademas, es independiente de que se descomponga o
no, en cualquier otro dia. Si la maquina solo se puede descomponer una
sola vez al dia, calcular la probabilidad de que la méiquina se descom-
ponga

a) Dos o mas veces en 12 dias.
b) Por primera vez, en el quinto dia.
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62.- En una poblacion, se sabe que el 12% de las personas padecen de una
enfermedad, ademés, que la probabilidad de que una persona siga una
dieta saludable, dado que tiene la enfermedad, es tres veces mayor que
la probabilidad de que una persona que no tiene la enfermedad siga una
dieta saludable. Se selecciona al azar una persona de esta poblacion;
calcular la probabilidad de que esta persona tenga la enfermedad, dado
que se sabe que sigue una dieta saludable.

63.- Un actuario que estudia las preferencias sobre la compra de un seguro de
automévil y la compra de un seguro médico llega a las siguientes conclu-
siones: es tres veces mas probable que una persona compre un seguro de
auto que un seguro médico, la compra de un seguro de auto es indepen-
diente a la compra de un seguro médico, ademas, la probabilidad de que
una persona compre los dos seguros es de 0.25. Calcular la probabilidad
de que una persona no adquiera ninguno de los dos seguros.

64.- En un centro de servicios médicos, se sabe que el 80 % de los pacientes
va a consulta médica o va a una curacién. También, se sabe que el 30 %
de los pacientes que asisten al centro no va a consulta médica. Por otro
lado, el niimero de pacientes que va a consulta médica es independiente
al ntiimero de pacientes que va a una curacién. Calcular la probabilidad
de que un paciente que asiste al centro médico vaya a una curacion.

65.- Los habitantes de una poblacion son clasificados de acuerdo con el ejer-
cicio fisico que realizan. Se sabe que el 30 % de los habitantes practican
ejercicio fisico a un nivel alto, el 20% lo practican a un nivel medio y
el resto lo practican a un nivel bajo o no practican ejercicio. Las perso-
nas que hacen ejercicio a un nivel medio tienen la mitad de probabilidad
de desarrollar problemas de salud cardiovasculares que las personas que
practican ejercicio a un nivel bajo o nulo, ademés, se sabe que las per-
sonas que hacen ejercicio a un nivel bajo o no lo practican tienen una
probabilidad de generar problemas de salud cardiovasculares, cuatro ve-
ces mas que una persona con un nivel de ejercicio alto. Se selecciona al
azar un habitante de esta poblacion y se observa que tiene problemas de
salud cardiovasculares. Calcular la probabilidad de que la persona realice
el ejercicio a un nivel alto.

66.- Se sabe que los profesores de una universidad de los departamentos de
ciencias sociales, ingenieria y matematicas cumplen las siguientes
caracteristicas: los profesores de ciencias sociales e ingenieria son
eventos excluyentes, el 48 % de los profesores son de matemaéticas,
el 28 % no pertenece a alguna de las 3 4reas antes mencionadas, el
nimero de profesores de ingenieria es tres veces méas que el ni-
mero de profesores de ciencias sociales, por otro lado, el 11 % de
profesores son del area de ciencias sociales pero no son de ma-
tematicas y el 40 % de los profesores
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estan en dos de las tres areas. Calcular el porcentaje de profesores que
son de matematicas e ingenieria.

67.- En una caja se encuentran 5 dados con las siguientes caracteristicas: uno
de ellos tiene 4 caras, dos tienen 6 caras, otro 10 caras y el quinto dado
tiene 50 caras, todos numerados del 1 al niimero de caras que cada dado
tiene. Se selecciona un dado aleatoriamente y se lanza 4 veces, calcular
la probabilidad

a) De que resulte todas las veces un namero multiplo de 3.
b) De que el dado seleccionado sea el de 50 caras, dado que se sabe
que resultaron 4 veces un ntmero miltiplo de 3.
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Introducciéon

En este capitulo se trataré con la construcciéon de los primeros modelos mate-
maticos para fendémenos donde esté presente la aleatoriedad. Estos modelos
como se veré son de gran utilidad, por una parte, para continuar con el calcu-
lo de probabilidades, y por otra, para obtener diferentes tipos de promedios
(valores esperados).

Se presentara primero la definiciéon de variable aleatoria y sus principales
propiedades. Posteriormente, se dar4 la definicién de funcién de distribucién
y las propiedades que una funcién debe cumplir para que sea de distribucion,
también se explicara la importancia que tiene esta funcién para la clasifica-
cién de variables aleatorias.

Posteriormente, para cada uno de los tipos de variables, se presentara la
definicion de funcién de densidad, sus propiedades, asi como varios ejemplos.
También se tratara el concepto de valor esperado, en particular se daran las
definiciones de media, varianza y momentos de una variable aleatoria. Se
presentara la definicién de funcién generadora de momentos y se explicara la
importancia que tiene esta funciéon en la contribucién de resultados de una
distribucion.

Se ensenaran los conceptos de moda y cuantil de una variable aleatoria, en
particular se tratara la definicién de mediana, considerando algunos ejemplos
interesantes, y explicando la importancia que tienen estos conceptos tanto
en temas de probabilidad como de estadistica.

Después, se presentaran dos de las desigualdades mas importantes de
la probabilidad, la desigualdad de Chebyshev y la de Jensen, ademas, se
explicaran algunas posibles aplicaciones.

Finalmente, se daran las definiciones de mezclas de distribuciones, dis-
tribuciones de cola pesada y distribuciones truncadas. En cada una de estas,
se ilustrara, con ejemplos, lo importante que son estos modelos en diferentes
temas de actuaria.
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Capitulo 2. Variables aleatorias

2.1. Definicién de variable aleatoria

Uno de los propoésitos en este tema es construir modelos matemaéticos para
los fen6menos donde esté presente la aleatoriedad, mas un inconveniente en
algunos casos es que el correspondiente espacio muestral es un conjunto cua-
litativo; por ejemplo, al seleccionar al azar una carta de una baraja ordinaria,
al arrojar al aire una o varias monedas, o también, al sacar aleatoriamente
una bola de una urna que contiene bolas de varios colores. En este tipo de fe-
noémenos es conveniente que, para obtener un modelo mateméatico o férmula
adecuada, el espacio muestral sea cuantitativo.

El objetivo principal de una variable aleatoria es el de transformar el
espacio muestral en un conjunto cuantitativo. Esto es, si el espacio muestral
es cualitativo, este seré transformado en un conjunto cuantitativo. En el caso
de que el espacio muestral sea cuantitativo, también se transformaré en un
conjunto que seguird siendo cuantitativo. En ambos casos la transformacion
facilitara la modelaciéon del fenémeno.

Definicion 2.1. Sea €2 el espacio muestral y A el espacio de eventos corres-
pondientes a un experimento. Una variable aleatoria, denotada por X (o por
Y, Z o X;, etc.), es una funciéon con dominio Q y contradominio, los niime-
ros reales R, donde para toda r € R, el conjunto A, = {w € QX (w) < r}
pertenece al espacio de eventos A.

Observacion. La definicién de variable aleatoria equivale a la definicién de
funciéon medible, véase definicion D.15 del apéndice D, también se puede
consultar literatura de la teoria de la medida, en particular el capitulo 3 de
Capinski y Kopp [5].

A continuacion, se presentara un ejemplo de variable aleatoria.

Ejemplo 2.1. Se lanza una moneda. Se define la siguiente transformacion:
X = Nuamero de aguilas en el lanzamiento. Demostrar que esta transforma-
ci6n es una variable aleatoria.

Esta transformacion se puede apreciar en el siguiente dibujo:

A g

3 X Mumeros reales

Figura 2.1. Variable aleatoria del ejemplo 2.1

Esto es, la regla de correspondencia es

X (Aguila) =1y X( Sol ) =0.
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2.1. Definicién de variable aleatoria

El espacio de eventos en este caso es
A={0,9,{Aguila },{ Sol }}.

Se comprobaré que esta transformaciéon es una variable aleatoria.
Sir <0,

A ={weQX(w) <r} =0, estoes, A, € A.
Sio<r<1,
A, ={w € QX (w) <r} ={Sol}, deeste modo, A, € A.
Ysir>1,
A ={w e QX (w) <r} =9, de esta manera, 4, € A.

Esto es, para todo r € R, el conjunto A, pertenece al espacio de eventos,
por lo tanto, la funcién X cumple con la definiciéon de variable aleatoria.

No es nuestro propésito estar comprobando que las funciones de interés
cumplen la definicién de variable aleatoria. Dichas comprobaciones son para
un curso mas avanzado de probabilidad. Afortunadamente son raras y com-
plicadas de definir las funciones que no cumplen con la definiciéon de variable
aleatoria.

Tampoco nos interesa visualizar las preimigenes de las variables aleato-
rias, por lo que en lugar de usar la notacion X (w), solo usaremos la notacion
X.

La X maytscula denotara en general a la variable aleatoria, la x mints-
cula denotara un valor especifico de la variable. Esta notacién es universal y
es usada tanto en la literatura de probabilidad como de estadistica.

Como se menciono, la finalidad de utilizar variables aleatorias es para
facilitar la modelacion matematica de los fenémenos, tanto en materia de
probabilidad, procesos estocésticos, estadistica y aplicaciones en otras areas.

Definicién 2.2. El conjunto de todos los valores que puede tomar una va-
riable aleatoria es llamado recorrido, rango o soporte.

En el ejemplo anterior el recorrido es x = 0, 1.

Ejemplo 2.2. Se lanzan dos dados bien equilibrados al aire. Definimos las
siguientes dos variables aleatorias: X = La diferencia absoluta de los dos
dados y Y = La suma de los dos dados. ;Cuél es el recorrido de cada una
de ellas?

Los recorridos de estas variables son respectivamente
r=0,1,2,...,5, y y=23,4,...,12.

En un problema se pueden definir varias variables aleatorias, pero depen-
diendo del interés se considera la definicién adecuada.

87



Capitulo 2. Variables aleatorias

2.2. Funciéon de distribucion

Se presentara primero la definicién de funcion de distribucion de una variable
aleatoria, posteriormente, sus propiedades més importantes y finalmente se
presentaran algunos ejemplos.

Definiciéon 2.3. Sea X una variable aleatoria (asociada a un experimento),
entonces, la funcion de distribucion de X (o funcién acumulativa o funcion
de distribucién acumulativa) es denotada por Fx(z) y se define como

Fx(z) = P[X <z| paratodax € R.

Ejemplo 2.3. Encontrar la funcién de distribucién de la diferencia absoluta
del ejemplo 2.2

X = La diferencia absoluta de ambos dados.
x=0,1,2,3,4,5.
Se calculara la funcién de distribucion para algunos valores particulares

Fx(=2)=P[X < -2] =0,

1
Fx(O):P[Xg()]:P[X:o]:@
1 10 4
4 8 6
Eﬂm:ﬂX§H+ﬂX:ﬂ:§+%:§’
6 6 5
FX(3):p[X§2]_|_p[X:3]:§_|_36:67
5 4 17
PM@:PWSM+PW:4:6+%:1g
17 2
Fx(5) = PIX <4+ P[X =5] = ;o4 o2 = 1,

Fx(7)=P[X <5|=1.

Obsérvese que Fx(a) = 0 para todo a < 0, por otro lado, Fx(a) = 1,
para todo a > 5, ademas, Fx(a) = Fx([a]), donde [a] es la parte entera de
a, para 0 < a < 5. En conclusion, la funcién de distribucién expresada con
funciones indicadoras se da a continuacién:

1 4 6
Fx(r) = 61[0,1)(33) + §I[1,2) (z) + §I[2,3) ()

5 17
+ 61[3,4) (z) + EI[‘LS) () + I[5,00) (T).

La grafica de la funcién de distribucion es
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2.2. Funcién de distribucion

Figura 2.2. Funcion de distribucion, ejemplo 2.3

Observacion. Una funcion de distribucién tiene las siguientes caracteristi-
cas:

1) Comienza en cero o tiende a comenzar en cero.

11) Nunca decrece.

111) Termina en uno o tiende a terminar en uno.

1v) Es continua por la derecha para todo nimero real.

Estas caracteristicas se presentardn formalmente y son conocidas como
las propiedades de una funcién de distribucion.

Propiedades de una funcién de distribucion

Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx(z), entonces,
se cumple:
(1) zgrfoo Fx(z)=1.
(1) lm Fx(z)=0.
T—>—00
(1) Fx(x) es una funcién mondtona no decreciente, esto es,
si a < b, entonces, Fx(a) < Fx(b).
(1v) Fx(z) es una funcion continua por la derecha, esto es,
lim Fx(x) = Fx(a).
z—at

Toda funcién que va de los reales a los reales que cumple las cuatro
propiedades anteriores es una funciéon de distribucién, es otra manera de
definir este tipo de funciones.

En el ejemplo pasado, cada salto representa la probabilidad en el valor
donde se presenta este. Estos saltos no siempre se observaran, no es una
generalidad de las funciones de distribucién, depende del tipo de variable
aleatoria que se esté tratando. Como se verd, las funciones de distribucion
de algunas variables aleatorias, no presentaran discontinuidades y por lo
mismo tampoco saltos.
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Es importante aclarar que la palabra distribucién no se refiere necesa-
riamente a la funcién de distribucién, sino méas bien al modelo, y el modelo
puede ser determinado por medio de la funcién de distribucién, o por medio
de la funcién de densidad, o por medio de la funcién generadora de momen-
tos, estas dos ultimas se van a definir més adelante. En el mismo sentido,
cuando una variable aleatoria tiene algin modelo especifico, se dira que la
variable se distribuye con este modelo.

Observacion. Para una variable aleatoria X, su funcién de distribucion va-
luada en z es una medida (de probabilidad), véase ejemplos que se presentan
en el apéndice D.

Las variables aleatorias o las distribuciones de las variables aleatorias se
clasifican en: discretas, continuas y mezclas de discretas con continuas. Las
definiciones de las variables discretas y continuas se presentaréan a continua-
cién, asi como sus propiedades y algunos ejemplos. En las secciéon 2.14 de
este capitulo, se dara la definicién de mezcla de dos o mas distribuciones,
sus principales propiedades y algunos ejemplos.

2.3. Variables aleatorias discretas

En esta seccién se trataran las variables aleatorias discretas, asi como las
definiciones y propiedades mas importantes. Se presentaran los primeros
ejemplos de este tipo de variables y se comprendera su importancia en las
aplicaciones en la soluciéon de algunos problemas reales.

Definicién 2.4. Una variable aleatoria X es discreta si su rango es finito o
infinito numerable.

Definicion 2.5. Sea X una variable aleatoria discreta, la funcion de den-
sidad o funcion de densidad discreta (funcién de probabilidad o funcion de
probabilidad masa) es denotada como fx(z) y se define como:

fx(x) = P[X =z, paratodax € R.

Ejemplo 2.4. Se lanzan tres monedas bien balanceadas. Encontrar la fun-
cién de densidad de la variable aleatoria nimero de soles.

X = Numero de soles.
x=0,1,2,3.
Obsérvese para valores del recorrido

1 3 3 1

fx(0) = 3’ fx(D) =5 fx(2) =5 fx(3) = 5.

Y para toda x que no esté en el recorrido fx(x) = 0.
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2.3. Variables aleatorias discretas

A continuacion, se presentaran tres formas diferentes de expresar la fun-
cion de densidad.
En forma de tabla

z | fx(z)
0| 0.125
1| 0.375
2| 0.375
3| 0.125

Tabla 2.1. Funcion de densidad, ejemplo 2.4

Con funciones indicadoras

1 3
fx(z) = §1{0,3}(37) + gI{l,z}(x)-

En forma grafica, ya sea en forma de histograma

x

Figura 2.3. Funcion de densidad como histograma, ejemplo 2.4

O en forma de lineas y puntos

&3

Fumadet de Oeraited

X
Figura 2.4. Funcion de densidad, ejemplo 2./
La ventaja de representar la funcién de densidad por medio de un histo-

grama es que la probabilidad en un valor especifico del recorrido queda repre-
sentada por el area del rectangulo correspondiente a ese valor. Por ejemplo,
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para x = 2, la probabilidad que le corresponde es 0.375 y el area correspon-
diente al rectangulo en z = 2 es igual a 1 x (0.375) = 0.375.

También se puede, en ocasiones, representar la funcion de densidad por
medio de una férmula, para este ejemplo,

fx(z) = <i) (;)w (;)3—37 —
B <i> (é) I0,1,2,3} (%)

Ejemplo 2.5. En una prueba aplicada a ninos pequenos se les pide que
hagan corresponder cada uno de los siguientes cuatro dibujos: leén, casa,
auto, flor, con la palabra que identifica a ese objeto. Si un nifio asigna al azar
las cuatro palabras a los cuatro dibujos, encuentre la funcién de densidad
para el ntimero de correspondencias correctas.

X = Numero de correspondencias correctas.

z=0,1,2,4.

El nimero de correspondencias diferentes que puede realizar el nifio son
4! = 24.

En la tabla siguiente se observaran las diferentes correspondencias posi-
bles, en cada caso, se indica el niimero de aciertos.

’ Figuras H ‘ 8 ‘

1[2]3[4]5]6]7 9 ¢
Leon LIL|L|L|L|L|C|C|C|C|C]|C]|A
Casa C|C/IA|/A|F|F|L|L|A A F|F]|L
Auto |A[F|C|F|CJA|JAJF|L[F|LJA]C
Flor  |F[A|F[C|A[C|F[A|F[L|AJL]|F
Aciertos |4 |2 (2|1 |1 (2|2|0|1|0|0]|1]|1
Figuras || 14 [15 [ 16 [ 17 |18 [19]20[21 [22[23 ] 24 |
Leon AlAIA A |A|F | F |F |F|F|F
Casa L C|C|F | F | L|L|C|C|]AJA
Auto FIL|F|L|C[CJAJLJAJL]|C
Flor C|F|[L|]C|LJA|JC[A|L[C]|L
Aciertos | 0 | 2 | 1 | O 0O 0|1 ,1]2]0)|0

Tabla 2.2. Posibilidades de correspondencias, ejemplo 2.5

De esta manera se puede calcular las probabilidades para cada valor del
recorrido,

9 3 8 1 6 1 1

x(0)= =2 fx(D)= =3 fx(2) = =17 fx(4) = 2



2.3. Variables aleatorias discretas

Obsérvese que la obtencién de la funcién de densidad para este ejemplo
fue por el calculo individual de probabilidades y no por medio de una férmula.
La funcién de densidad expresada con funciones indicadoras es

3 1 1 1

A continuacion, se presentaran las propiedades que una funciéon de den-
sidad discreta debe de cumplir.

Propiedades de una funciéon de densidad discreta

Una funcion de densidad discreta fx(x) cumple con las siguientes propieda-
des:
(1) fx(z) > 0 para todo z € R.

(1) >, fx(z) = 1.

Se puede observar en cada uno de los anteriores ejemplos que la funcion
de densidad cumple con estas propiedades.

Es importante aclarar como es la forma de una funcion de distribucion
discreta, esta es una funcién escalonada como la figura 2.2, que cumple las
cuatro propiedades de una funcién de distribucién. En cada valor del reco-
rrido, la grafica presenta un salto (discontinuidad), que es igual a la proba-
bilidad o valor de la funcién de densidad en ese punto. Es muy importante
para el estudiante tener siempre presente la forma y las propiedades de una
funcién de distribucién discreta.

Teorema 2.1. Sea X una variable aleatoria discreta, la funcion de densidad
puede obtenerse a partir de la funcion de distribucion y viceversa.

Demostracion. Supongamos que conocemos la funcion de densidad fx(z) y
que el recorrido es x1, %9, ..., %y, ..., entonces, la funcién de distribucién se
puede obtener a partir de la funcién de densidad, de la siguiente manera:

Fx(wo)= Y fx(z).

{zs|zi<zo}

Ahora suponemos que conocemos la funcion de distribucion Fx(x), en-
tonces, la funciéon de densidad se puede calcular por medio de la funcién de
distribucién de la siguiente manera:

fX(;r):Fx(x)—oil;lrgoFX(a:—h). O

Es importante aclarar que en la practica para obtener la funciéon de densi-
dad, a partir de la funcién de distribucion, no es necesario hacerlo por medio
de la igualdad anterior, esto es, por medio de limites. El calculo de la funcién
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de densidad en un valor especifico del recorrido sera igual a la diferencia de
la funcién de distribucion, valuada en este valor especifico, y la funcion de
distribucién, valuada en el valor del recorrido anterior al valor especifico, que
corresponde a uno de los saltos en la funciéon de distribucién. Por ltimo, el
valor de la funcion de densidad para valores que no es del recorrido es cero.

2.4. Variables aleatorias continuas

En esta seccion trataremos la definicion, algunas propiedades y varios ejem-
plos de las variables aleatorias continuas. Por medio de los ejemplos ilus-
traremos la importancia que tienen las variables aleatorias continuas en la
practica.

Es importante aclarar que hay una gran diferencia en la forma de hacer
los célculos correspondientes entre las variables aleatorias continuas y las
variables discretas. Entre los calculos méas importantes, se encuentran las
probabilidades y diversos valores esperados.

Definicién 2.6. Una variable aleatoria X es continua si su funcién de dis-
tribucion correspondiente es una funcién continua.

Definicion 2.7. Una variable aleatoria X es absolutamente continua si es
una variable continua y ademés existe una funcion fx(z) tal que

Fe() = [ fxa

donde la funcion fx(x) es conocida como funcion de densidad o funcion de
densidad continua de X.

Las tnicas variables aleatorias continuas que se trataréan son las variables
que son absolutamente continuas, por esta razén, cuando se mencione en una
definicion, teorema o ejemplo que se trata de una variable continua es porque
esta variable también es absolutamente continua.

La forma de la gréafica de una funcién de distribuciéon para una variable
aleatoria continua, en términos generales, se presenta en la siguiente grafica

T oo B2 il R na 1& 1a

X

Figura 2.5. Funcion de distribucion continua
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Obsérvese que esta tltima grafica no tiene discontinuidades (saltos), en
todos los reales es continua.

La forma de la grafica de una funcién de densidad para una variable
continua, en términos generales, es

X

Figura 2.6. Funcion de densidad continua

Obsérvese, para el caso particular de las anteriores graficas, que el reco-
rrido de esta variable aleatoria es el intervalo [0, 1].

Tanto las funciones de distribucién y de densidad de una variable aleato-
ria continua, seran utilizadas para el calculo de probabilidades, pero, ademés,
la funcién de densidad también se usard para calcular valores esperados de
la variable aleatoria, entre otros calculos.

Obsérvese, si X es una variable aleatoria continua, entonces,

Pla < X < b = Fx(b) — Fx(a)
b a

- / fx(t)dt - / fx(t)dt
b

2/ fx (t)dt.

Dicho de otra manera, la probabilidad de que la variable aleatoria con-
tinua tenga un valor en el intervalo (a,b], geométricamente, es el area por
debajo de la curva de la funcion de densidad comprendida entre los valores
de a y b.

También obsérvese

Pla< X <b]=Pla< X <
=Pla< X <
= Pla < X < b].

Esto es, para calcular la probabilidad de que la variable tome un valor
entre a y b, da lo mismo si se consideran los extremos o no del intervalo.
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Se puede apreciar también

PIX = Pla < X < a]

/fx

Esto es, la probabilidad de que una variable aleatoria continua tome un
valor particular a es cero para cualquier valor de a.

A continuacién, se presentan las propiedades de una funcién de densidad
continua.

Propiedades de una funcién de densidad continua

La funcion de densidad de una variable aleatoria continua fx (x) cumple con
las siguientes propiedades:
(1) fx(z)> 0 para toda z € R.
o0
(11) / fx(x)dz = 1.
—0o0
Teorema 2.2. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de den-
sidad fx(z) y con funcion de distribucion Fx(x). Entonces, la funcion de
distribucion es posible obtenerla a partir de la funcion de densidad y vicever-
sa.

Demostracion. Supongamos que conocemos la funcién de densidad fx(x),
entonces, por definicion (de variable aleatoria absolutamente continua), la
funcion de distribucién es igual a

= /_; fx (t)dt

Ahora, supongamos que conocemos la funciéon de distribucion Fx(x),
entonces, por el teorema fundamental del calculo, fx(x) se puede obtener de
la siguiente manera:
dF’ X (1‘)

de

Ejemplo 2.6. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion
Fx(z) = a1 () + 1(1,00) (2)-
) Demostrar que Fx(z) es funcién de distribucion.
b) Graficar Fx(z).
¢) Encontrar la funcién de densidad fx(x) y graficarla.
)
)

O]

fx(z) =

d) Calcular P[§ < X < 3].
e) Calcular P[5 < X|X < 2].

a) Se puede observar
lim Fx(z)=1.

T—+00
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Ademas,
lim Fx(z)=0.

T—r—00

Ahora supongamos que a < b, entonces,
Fx(a)=Fx(),sia<b<0,61l<a<b.

De otra manera,

Fx(a) < Fx(b), en cualquier otro caso,

donde cualquier otro caso puede ser si

a<0<b<l;, 0<a<b<l,o00<a<1<bd.

Por lo tanto, Fx(z) es una funcién monoétona no decreciente.
Finalmente, se puede notar que la funcion Fy (z) es una funciéon continua
en todos los reales, esto es, se cumple

lim Fx(CL‘) = Fx(ilfo).
T—T0

En conclusion, Fy(z) es funcion de distribucion.
b) La grafica de la funciéon de distribucion se da a continuacion:

Figura 2.7. Funcion de distribucion, ejemplo 2.6

c¢) Obsérvese

fx(x) = %{;x) =1, paratoda x € (0,1).

Para valores de x < 0 o = > 1, la derivada vale 0. Pero la derivada se
indefine para los valores de x = 0 y & = 1. Lo que significa que la derivada
no existe en estos valores.

Como la probabilidad de una variable aleatoria continua en un punto es
cero, entonces, podemos redefinir fx(z) para los valores donde no existe la
derivada.
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Entonces, la funciéon de densidad puede ser expresada como

fx(x) = Ijp ().

La grafica de la funcién de densidad es

ixl

Figura 2.8. Funcion de densidad, ejemplo 2.6

d) La probabilidad pedida es

1 3
P§<X<Z}ﬂ&m%%4&@®:0%

e) La probabilidad condicional se calcula como

plLexfx<d] Pl (<)

2 P[X <3]

Pl3 <X <3

P[X < 3]

~0.25

~ 0.7
Ejemplo 2.7. El tiempo requerido por un estudiante para terminar un
examen con tiempo méaximo de una hora es una variable aleatoria con funcién
de densidad dada por fx(z) = (ca?® + x)Ijp1)(z). Encontrar
a) La constante ¢ para que fx(z) sea funcion de densidad.
) La funcion de distribucion Fx ().
c¢) La probabilidad de que un estudiante termine en menos de media hora.
d) La probabilidad de que un estudiante termine en por lo menos media

hora, dado que se sabe que no terminé en los primeros 15 minutos.

a) Se sabe

= 0.33333.

h fx(x)dx = /Ol(ca:2 + z)dx

l\DlP—‘
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3
Por lo tanto, ¢ = 3

De esta manera,
3 o
fx(.fv): 5(17 +x I[O’H(CIZ).

b) Para valores 0 < x < 1, la funcion de distribucion es

o0

32
= Sttt ) dt
)

3 22

5+

Fx() = [ " px(bt

Obsérvese que para x < 0, la funciéon de distribucién es igual a 0, y para
x > 1, la funcién de distribucién es igual a 1. Por lo tanto, la funcién de
distribucién queda de la siguiente manera:

1‘3 $2
Fx(z) = (2 + 2) Tjo.1)(2) + I(1,00) (2)-

c¢) La probabilidad pedida es

1\ 1/1 1
Fx(z]=z(5+-)=0.1875.
¥(3) =2 (5+3)

d) La probabilidad condicional se calcula como

1
plxsdxs ] P2
2 4 P[X > i]
1-Fx (3

= (f) = 0.8455
1—Fx (3)

Ejemplo 2.8. Cuando un asegurado tiene un accidente, la cantidad re-
clamada por él, a la compania de seguros por los danos ocasionados debido
al siniestro, es una variable aleatoria X con funcién de densidad dada por
fx(@) = clzlo5 (@) + (3 — 2)Ips ()]

a) Encontrar c.

b) Encontrar la funcion de distribucion Fx (z).

c) Graficar las funciones de densidad y distribucion.

d) Calcular P[1.2 < X < 1.8].

e) Calcular P[X > 2|X > 1.5].

99



Capitulo 2. Variables aleatorias

a) La constante ¢ se calcula de la siguiente manera:

Kijymmx:c<émx¢n+ziw—xm%>
-<([5], +F+-%1.)

1.52 1.52
—c<53+%$—2—45+f§>—L

4
De esta manera, c = —.

Entonces, la funcién de densidad se puede expresar de la siguiente ma-
nera:

4

fx(z) = 9 [21(0,1.5)(x) + (3 — x)I;1.5.3)(x)] -

b) La funcion de distribucion se encontrara considerando 4 casos diferen-
tes.

Caso 1. Cuando z < 0.
Fx(x) = 0.

Caso 2. Cuando 0 < X < 1.5.

Caso 3. Cuando 1.5 < X < 3.
m@g:/ Fe(t)dt
1

.5 x
= fx@dt+ | fx(t)dt
0 15

T4
= Fx(1.5) +/ —(3—t)dt
159
=0.5+ [t—t ]
3 9 15
4 2
= g.’L‘ — §$2 —1
Caso 4. Cuando = > 3.
Fx(z) =1
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La funcion de distribucion expresada con funciones indicadoras es
2

4 2
Fx(z) = 5352](0,1,5)(33) + (§x - 5302 - 1) I11.5,3)(2) + I13,00) ()

c¢) La grafica de la funciéon de densidad es

x

Figura 2.9. Funcion de densidad, ejemplo 2.8

La grafica de la funciéon de distribucion es

S

Figura 2.10. Funcion de distribucion, ejemplo 2.8

d) La probabilidad pedida es

P[1.2 < X < 1.8] = Fx(1.8) — Fx(1.2)
4 2

2
= 5(1.8) - 5(1.82) -1- §(1.22) = 0.36.

e) La probabilidad condicional se calcula de la siguiente manera:

P[X > 2]
P[X > 1.5]

1 - Fx(2)

1— Fx(1.5)

1
1-202)+24)+1
_ 152+ + = 0.44444.

P[X >2|X > 1.5] =
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Las ultimas dos probabilidades también pueden ser calculadas en forma
geométrica usando la grafica de la funcién de densidad. Esto en general es
posible cuando las probabilidades son representadas por areas de una figura
geométrica conocida, como la de un tridngulo o un rectangulo, entre otras.
La funcién de distribucién también puede ser obtenida en forma geométrica,
por medio de areas debajo de la gréafica de la funciéon de densidad.

Las siguientes definiciones tienen aplicaciones en temas de confiabilidad y
en temas de actuaria, como seguros, finanzas y teoria del riesgo, entre otras.

Definicién 2.8. Sea X una variable aleatoria (asociada a un experimento),
la funcion de supervivencia o funcion de confiabilidad es denotada como
Sx(x) y se define como el complemento de la funciéon de distribucion,

Sx(z)=1- Fx(z) = P[X > x].

La funcién de supervivencia se puede interpretar como la cola derecha
de la distribucién a partir de cierto valor = de la variable. Supongamos que
X es la vida o duracion de un articulo (o ser vivo), entonces la funcion de
supervivencia evaluada en x, es la probabilidad de que el articulo (o ser vivo)
sobreviva méas de z tiempo.

Definicion 2.9. Sea X una variable aleatoria continua la funcidn de tasa
de fallos o funcion de riesgo se denota como hx (x) y se define como

_ fx(@)

hx(x) = Sx(@)’

La funcién de tasa de fallos es muy util en temas de analisis de supervi-
vencia o confiabilidad. Como su nombre lo dice, nos indicara la fuerza con
la que un articulo (o ser vivo) falla en un momento dado.

Suponemos de nuevo que X es la vida de un componente y hx(z) su
funcién de riesgo. Es comin observar que el comportamiento de la funcién
de riesgo sea como la curva de la banera, esto es, se espera que los primeros
momentos de vida, la tasa de fallos sea alta, debido a errores de fabricacién,
posteriormente la tasa decrecera conforme pase el tiempo, hasta llegar a un
momento de estabilidad el cual se llama vida util (del componente). En este
periodo la tasa sera constante o creceré suavemente, hasta llegar al periodo
de envejecimiento, donde la tasa de fallos crecerd notablemente. Es muy
comun que este comportamiente también se presente en un ser vivo.

Observacion. En el tema de valores extremos, la funcién de supervivencia
se denota como F'x(x) y se define como la cola derecha de la distribucion. Es
comun que los anélisis de valores extremos sean usados en temas de actuaria.
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2.5. Valor esperado

El concepto de valor esperado es sumamente importante en temas de proba-
bilidad y de estadistica, y en diferentes areas de aplicacién, como las ciencias
actuariales, confiabilidad, mejora continua y, en general, en todas las areas
donde se aplique la probabilidad y la estadistica.

El concepto de valor esperado, media o promedio de una variable aleatoria
serd motivado por medio del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9. Se tienen las calificaciones de 10 estudiantes: 9.8, 9.9, 9.7,
9.8, 10, 10, 9.8, 9.3, 5.0, 9.9. Calcular el promedio (muestral) de estas notas.

El promedio es

3(9.8) +2(9.9) + 9.7+ 9.3 + 5 + 2(10)
10

3 2 1
=98 <10> +9.9 (10> +9.7 <10>
1 1 2
3(—= —)+10(=) =932
+93<10>+5<10>+ 0<10> 9.3

Observemos que las cantidades que se encuentran dentro de los parén-
tesis son las frecuencias relativas (proporciones) de las calificaciones que se
encuentran multiplicadas por estas. El principio de regularidad estadistica
(véase capitulo anterior, seccion 1.4) dice que, bajo ciertas condiciones, la
frecuencia relativa de un evento se aproximaré a la probabilidad del evento,
cuando el experimento se repite un gran nimero de veces.

i‘:

El calculo de la media o promedio de una variable aleatoria, en lugar
de considerar las frecuencias relativas, considera las probabilidades de los
eventos, véase la siguiente definicion.

Definiciéon 2.10. Sea X una variable aleatoria, el valor esperado (la me-
dia, media poblacional, promedio, esperanza, esperanza matemdtica) de X es
denotado por E[X], ux o simplemente p y se define como

E[X] = Zl"fx (x), siX es una variable discreta,

T

o0
E[X] = / xfx(z)dzr, siX es una variable continua,

—00

siempre y cuando la suma o la integral sea finita.

Ejemplo 2.10. Considerando el ejemplo 2.4, del lanzamiento de tres mo-
nedas, encontrar el valor esperado del ntimero de soles.
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La funcién de densidad en este caso es

fx(z) = (i) <513> Iio,1,2,31 ().

La media se calcula de la siguiente manera:

3
E[X] = Z:cfX(x)
=0
3 6 3
—0+ 24242 =15
0+8+8+8 5

El significado de este valor es, si las tres monedas se arrojan un gran
nimero de veces, entonces, el promedio del niimero de soles sera alrededor
de 1.5. Es importante aclarar que el promedio no necesariamente debera de
coincidir con un valor del recorrido.

Ejemplo 2.11. Considerando de nuevo el problema del seguro de automo-
vil, el ejemplo 2.8, calcular la cantidad promedio de reclamo por un asegu-
rado.

En este caso, la funcién de densidad es

4

Ix(z) = 9 [561(0,1.5) () + (3 — )15 (z)] .

Entonces, el valor esperado de X se calcula como

E[X] = /00 xfx(z)dr

—00

_ % (/01'5 w(x)dz + /135 (3 — x)d:c)
()

A continuacion, se generalizara la definicion de valor esperado.

Definicién 2.11. Sea X una variable aleatoria y ¢g(X) una funciéon de X.
Entonces, el valor esperado (la media, media poblacional, promedio, esperan-
za, esperanza matemdtica) de g(X) se define como

Elg(X)] = Zg(:c)fx (z), si X es una variable discreta,

o0

Elg(X)] = / g9(z) fx(x)dx, si X es una variable continua,

—0o0

siempre y cuando la suma o la integral sea finita.
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2.6. Propiedades de un valor esperado

El siguiente teorema considera las principales propiedades de un valor espe-
rado.

Teorema 2.3. Propiedades de un valor esperado. Sea X una variable
aleatoria, g1(X) y g2(X) funciones de X, sean c, c1 y ca constantes, entonces,
(1) Elc] = c.
(1) Eleigr(X) + e295(X)] = e1Elga (X)) + 2 Elga (X))
(111) Si g1(x) < ga(x) para toda x € R, entonces, E[g1(X)] < E[g2(X)].

Demostracion de (III) (caso continuo). Definimos la siguiente funcion

h(z) = ga(x) — g1(z).

Por hipotesis
Por lo tanto,

Entonces,

Ahora

waﬂzlémwh@Mx
= [~ @i - [ g@ix

De este modo,
Elga(X)] — E[g1(X)] = 0.

Esto es,
Elg2(X)] > Elg1(X)]. O

La demostraciéon donde X es una variable discreta es anéloga, en lugar
de considerar integrales se consideran sumas sobre los valores del recorrido.
Las demostraciones de los incisos I y II se quedan como ejercicio para el
estudiante.

Observacion. Si X es una variable aleatoria con funciéon de densidad fx (),
la cual es simétrica con respecto ¢, esto es, fx(c—x) = fx(c+ x), entonces,
E[(X — ¢)*] =0, para todo k entero impar. En particular, E[X] = c.

La demostracion de la anterior afirmacién se queda como ejercicio para
el estudiante.
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2.7. Varianza y desviaciéon estandar

Se procedera a dar las definiciones de varianza y desviacion estandar de una
variable aleatoria, se consideraran algunas propiedades y se explicara la gran
importancia que tienen estos conceptos, tanto en la probabilidad como en la
estadistica y en diversas areas de aplicacion.

Definiciéon 2.12. Sea X una variable aleatoria, la varianza de X es denotada
como V[X] o 0% o simplemente o2, y se define como V[X] = E[(X — u)?,
siempre y cuando el valor esperado sea finito. La desviacidn estdndar se
define como la raiz cuadrada positiva de la varianza, la cual se denota como
ox O 0.

Obsérvese

VIX] = Z(a: — E[X])?fx(x), si X es discreta.

o0
VIX] = / (x — E[X])*fx(z)dz, si X es continua.
—0o0

Tanto la varianza como la desviacion estandar son medidas de dispersiéon
de los valores que toma una variable aleatoria. Esto es, si la varianza (des-
viacion estandar) es «grandey», entonces los valores que toma la variable, se
encontraran dispersos entre si. Al contrario, si la varianza (desviacion estan-
dar) es «pequenay, entonces, los valores que toma la variable se pareceran
entre si.

Es importante aclarar, las unidades de medida de la varianza son las
unidades de la variable aleatoria al cuadrado. La desviacién estandar tiene
las mismas unidades que la variable aleatoria.

Teorema 2.4. Sea X una variable aleatoria, entonces,

V[X] = E[X?] - E*[X].

Demostracion.
VIX] = BI(X — )
= B[X?] — 2uE[X] + 12
= E[X?] — 12 O

Teorema 2.5. Sea X una variable aleatoria, entonces,
a) VIX] >0, y V[X] =0 si y solo si X es una constante.
b) ViaX + b] = a®?V[X], donde a y b son constantes.

La demostracion del anterior teorema se deja como ejercicio para el es-
tudiante.
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Ejemplo 2.12. Considerando el ejemplo 2.4 donde se lanzan 3 monedas,
calcular la varianza y desviacion estandar de la variable ntimero de soles.

El valor esperado de X? es

E[X?] = ;:f <i> é

3 12 9
—04+°2+=4+=3.
T3TR TR

Por lo tanto,
V[X] =3 - (1.5)* = 0.75,

y la desviacion estandar
o = 0.86603.

Ejemplo 2.13. Considerando el ejemplo 2.8, del seguro de auto, calcular la
varianza y desviacién estandar de la cantidad reclamada por un asegurado.

El calculo de E[X?]

E[X?] = /OO 22 fx (z)dx

— 00

! </01'5 2*(2)dz + /12 22(3 - x)dac)
(L ka5

3
VIXI= 3-8 =5,

Por lo tanto,

y la desviacién estandar

o = 0.61237.

La esperanza de una variable aleatoria no siempre existe. Si la suma o la
integral correspondiente no es finita, entonces, el valor esperado no existe,
véase los siguientes ejercicios.

Ejemplo 2.14. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada

por fx(x) = %2](1700)(‘%)'
a) Demostrar que fx(z) es funciéon de densidad.
b) Verificar si existe el valor esperado de X.

a) Obsérvese

1
— >0 paratodoz>1,y I(l,oo)(x) > 0 para toda z € R.
x
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Por lo tanto,

1

folz) = ﬁl(l,oo)(x) > 0.

NORROS

De este modo, fx(x) es funcion de densidad.

b) Ahora,
/100:U<;2>dx:/looidx
= [In(@)]7”

= lim In(z) — 0 — oo.
T—r00

Por otro lado,

Esto es, el valor esperado de X no existe.

Ejemplo 2.15. Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad dada

por fx(z) = #1{1,2,3,..,}(37)
a) Demostrar que fx(z) es funciéon de densidad.
b) Verificar si existe el valor esperado de X.

6
s — e > 0.
a) Obsérvese 3,2 >0parax€{1,2,...},y I{123. () >0
De este modo,

6
fx(z) = WI{LQ,&...}(ZU) > 0.

Por otro lado,

. 6 6 = 1
Y= 3
r=1 r=1
6 2
2T
72 6

aplicando el resultado de la serie C.10 del apéndice.
Por lo tanto, fx(x) es funcién de densidad.
b) Ahora obsérvese,

o o0
6 6
€T = —_—
z : 22 Z 2
=T =T
=1 r=1

6 o= 1
=— ) — — o0
=25
=1
Concluimos que el valor esperado de X no existe.
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2.8. Funciéon generadora de momentos

En esta seccion se tratarén los conceptos de momentos con respecto al origen,
los momentos centrales y la definicion de funcién generadora de momentos.
Es importante mencionar que los momentos de una variable aleatoria son
importantes para interpretar algunas caracteristicas de la distribucion de la
variable aleatoria. Cabe sefialar que los momentos también son utilizados en
métodos de inferencia estadistica, en particular en estimaciéon puntual.

Por otro lado, la funcién generadora de momentos, como su nombre lo
dice, genera momentos con respecto al origen, pero ademés tiene més aplica-
ciones, por ejemplo, para encontrar la distribuciéon de una funcion de varia-
bles aleatorias (véase capitulo 6), o también para encontrar la convergencia
en distribucion de sucesiones de variables aleatorias (véase capitulo 7), entre
otras aplicaciones.

Definicién 2.13. Sea X una variable aleatoria, el r-ésimo momento con
respecto al origen de X se denota como (/, y se define como p/, = E[X"],
y el r-ésimo momento central de X se denota como p, y se define como

pr = E[(X — )" .

Observacion. El primer momento de X con respecto al origen es la media
de X. El primer momento central de X es 0 y el segundo momento central
de X es la varianza de X.

A continuacion, se dara la definicion de la funcién generadora de momen-
tos de una variable aleatoria X.

Definicion 2.14. Sea X una variable aleatoria, la funcidn generadora de mo-
mentos (o funcion generatriz de momentos) de X es denotada como mx (),
y se define como my (t) = E[eX].

Obsérvese que en general se cumple mx (0) = 1.

Por otro lado, si P[X < 0] = 1, entonces, la funciéon generadora de
momentos mx (t) es finita, para toda ¢t > 0. Esto es, si z < 0, cuando ¢ > 0,
se cumple e < 1, y por lo tanto, E[e!X] < 1.

De manera similar, si P[X > 0] = 1, entonces, mx (t) también es finita,
cuando t < 0. Esto es, si > 0, cuando t < 0, se puede ver e/ < 1, y por lo
tanto, Ele!*] < 1.

La primera utilidad importante de la funcién generadora de momentos
es, como su nombre lo dice, generar los momentos con respecto al origen.

Esto es, si X es una variable aleatoria con funcién generadora de mo-
mentos mx(t), la cual existe para toda t € (—h,h), para alguna h > 0,
entonces,

d"mx(t)

/ T
w, = E[X"] = .
" arr |,

109



Capitulo 2. Variables aleatorias

X

Obsérvese que es posible desarrollar e!* en serie de Maclaurin (véase

ecuacion C.13 del apéndice)

(tX)? | (tX)°
2l 3!

De esta manera,

mx(t) = E[etX]
— (tX)*

t2 t3
=1+4+tE[X] + EE[XQ] + gE[X3] 4o

=F

Como el valor esperado de e'X existe, cada valor esperado F [X k] también
existe.
Ahora obsérvese

dmz(’f) = B[X] + gE[Xz] + 3;!2E[X3] + fE[X‘*} e
Por lo tanto,
dm;i(t) y _ EBlx].
La segunda derivada es
dQTZg(t) — E[X? + 3(32!)tE[X3] + 4<Z?t2E[X4} + 5(§?t3E[X5] +
= E[X? +tE[X?] + 2;E[X‘*] + ?E[X‘r’] 4o
De esta manera, ,
Tt _=EXY

Es claro que la r-ésima derivada se puede expresar como

d"mx () 12 t3
—— Y — FX"|+tEX" T+ ZE[X" 4+ —E[X "] + ..
o (X" +tE] ]+2! [ ]+3! [ ]+
De este modo,
dTmX(t) ’
- =7 = FE[ X" = .
|, [(X"] =

Observacion. De las anteriores expresiones, vamos a resaltar, que al existir
la funcién generadora de momentos, en un intervalo para ¢t que contenga al

110



2.8. Funcion generadora de momentos

0, esta se puede desarrollar como una serie, siendo esta la serie de Maclaurin
para mx (t), esto es,

2 3

t t
mx (8) = 14ty + S + gt + (2.1)

Observacion. Para una variable aleatoria X con funcién generadora de
momentos mx (t) que existe para t € (—h, h), se cumple

& inlmx (1) =X
2
%ln[mx(t)] =V

La demostraciéon se deja como ejercicio para el estudiante.

Ejemplo 2.16. El tiempo en horas para que un ajustador de seguros lle-
gue al lugar de los hechos de un accidente automovilistico, reportado por un
asegurado en una ciudad, es una variable aleatoria X con funciéon de den-
sidad dada por fx(z) = ™"l «)(z). Encontrar la funcion generadora de
momentos, la media y la varianza de X.

Obsérvese

mx(t) =FE [etX]

:/ e T dy

0

:/ e* Dy
0

_ (t _ 1)—1€$(t—1)

[e9]

0
=(1-t)7t s t—1<0.

Por lo tanto,
mx(t)=1—-1t)"" s t<1.

Ahora calcularemos los primeros dos momentos con respecto al origen

E[X] _ dmx(t)
dt |—g
= (]‘ - t)_2 = 17
t=0
2
E[X2] — dmi)g(t)
dt t=0
=2(1-t)73 =2
t=0
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Por lo tanto,
V[X] = E[X?] - F*[X] = 1.

Ejemplo 2.17. Encontrar la funcién generadora de momentos, la media y
la varianza de la variable aleatoria nimero de soles, del ejemplo 2.4.

La funcién de densidad en este caso es

fx(z) = <3) éf{o,1,2,3}($)-

xT

Entonces,

mx(t) = E[e"]
3

— Zetm 3 1
= z)8
= é (1 + 3e! + 3¢ + e3t) .

De esta manera,

dmx (t
Blx] = dmx ()
dt Ji—g
1
=— (04 3e' +6e* +3e*)| =15,
8 t=0
d*mx (t
ez |,
1
= = (3e' + 12¢* +9¢™)|  =3.
8 t=0

Por lo tanto,
V[X] = E[X?] — E*[X] = 0.75.

Otra manera de obtener la funcién generadora de momentos es aplicando
el teorema del binomio (véase apéndice C), esto es,

mx(t) = E[eX]
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Ejemplo 2.18. El nimero de llamadas en una hora a una compaiia de
seguros, para reportar un siniestro de automévil, es una variable aleatoria X
con funcién de densidad dada por fx(z) = ¢ (%) L0123 (7).

a) Encontrar c.

b) Encontrar la funcion generadora de momentos de X.

¢) Encontrar la media y la varianza de X.

a) Obseérvese

2o -2 ()

=0 =0
=ce® = 1.
Por lo tanto,
c=e".
De este modo,
5$

fx(z) = 56_51{0,1,2,...}(90)-
b) La funciéon generadora de momentos es

mx(t) = E[eXt]

o0

5% _
> e

xZ.
=0

_ -5 S (5€t)x
- ¢ Z x!
=0

_ t
e 5656

t_
— 65(6 1).
) . t . . h
Obsérvese que se aplicod el desarrollo de €°¢ en series de Maclaurin (véase
q p
apéndice C).
c¢) La media y la varianza

de (t)
E[X] = p”
t=0
= P D5et =5,
t=0

d>mx(t)
B ==

t=0

— 5D pt + 5eted(e 1) 5et = 30.
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Por lo tanto,
V[X] = E[X?] — E*[X] = 5.

El siguiente teorema asegura una relacién uno a uno, entre las distri-
buciones y las funciones generadoras de momentos, y se le conoce como el
teorema de unicidad.

Teorema 2.6. Teorema de unicidad. Sean X yY dos variables aleatorias
con funciones de densidad fx(x) y fy(y), respectivamente, y funciones ge-
neradoras de momentos mx (t) y my (t), respectivamente. Si mx (t) = my (t)
para toda t en el intervalo (—h, h), donde h > 0, entonces, fx(z) = fy(z).

Este teorema serda de gran utilidad para el tema de distribuciones de
funciones de variables aleatorias y su demostraciéon no se realizara.

A continuacioén, se presentarad la definicion de funcién caracteristica, a
partir de esta, también se pueden generar momentos con respecto al origen.

Definicion 2.15. Sea X una variable aleatoria, la funcidn caracteristica de
X se denota como px(t) y se define como

px(t) = BleX"], donde i = v—1.

Se puede demostrar que la funcién caracteristica siempre existe para to-
da variable aleatoria. La demostraciéon para el caso continuo se presenta a
continuacion:

lex ()] = |E [X"]|

‘/ XthX d$

_/_ ‘ Xlt‘fX ) T
= /00 cos(xt) + isen(xt)| fx (z)dx

—0o0

o0
= / Veos?(xt) + sen?(xt) fx (z)dx = 1.
—00
Por otro lado, se puede verificar que

d"px(t)

=" E[X"].
e " E[X"]

t=0

Cabe aclarar que no es proposito de este material utilizar la funcién
caracteristica.

114



2.9. Funciéon generadora de momentos factoriales

2.9. Funcién generadora de momentos factoriales

En esta seccién se trataran los momentos factoriales y la funcién generadora
de momentos factoriales. Cabe sefialar que otra forma de calcular la media
y la varianza de una variable aleatoria es por medio de sus dos primeros
momentos factoriales.

Definicion 2.16. Sea X una variable aleatoria, el r-ésimo momento factorial
de X se define como F[X(X —1)(X —2)--- (X — (r—1))].

A continuacién, se presenta la definiciéon de funcién generadora de mo-
mentos factoriales.

Definiciéon 2.17. Sea X una variable aleatoria, la funcidn generadora de
momentos factoriales de X se denota como Mx (t) y se define como Mx (t) =
E [tX ] si el valor esperado existe.

La funcién generadora de momentos factoriales sirve para obtener los
momentos factoriales de una variable aleatoria. Esto es, si X es una variable
aleatoria con funciéon generadora de momentos factoriales Mx (t), entonces,

d"Mx (t)

EX(X -1(X =2)- (X = (r=1)] = —2

t=1

Supongamos que X es una variable aleatoria discreta, obsérvese
Mx(t) = E [t*]

= t"fx(z)

Por lo tanto,

dMx (t .
dt dt Zt Ix
= Z 77590
= Z t* L ()
La segunda derivada es
d2 r—2
—sMx(t) = w(x— 1D)t" fu(z).

De este modo, podemos deducir que la r-ésima derivada es

iMX(t) _ Zx(x — 1) (= (r = 1))t fu().

T
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Capitulo 2. Variables aleatorias

De esta manera, concluimos

M) = XX - (X =2) (X = (r = 1))

Para una variable aleatoria continua X, el desarrollo anterior es analogo,
en lugar de usar sumas, se considera integrales.

Ejemplo 2.19. Encontrar la funcién generadora de momentos factoria-
les de la variable aleatoria X con funciéon de densidad dada por fx(x) =
e "1 (0,00)(2), ¥ a partir de esta, calcular la media y la varianza.

Obsérvese

Mx (t) = E[t"]

o0
= / te Tdx
0

Por lo tanto,
Mx(t) = (1 —In(t))"!, si t<e.

El primer y segundo momento factorial se calculan, respectivamente,

d
E[X] - aMX(t) i
= (t(1=In(t))7" =1,
t=1
d2
=221 —In(t) 3 —t2(1 —In(t))"?| =1
t=1
Concluimos

VIX] = E[X(X - 1)]+ E[X] - E*[X] = 1.

Se deja al estudiante encontrar la funcién generadora de momentos fac-
toriales, la media y la varianza, para la variable aleatoria del ejemplo 2.4.
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Ejemplo 2.20. Consideremos el ejemplo 2.18 donde la variable aleatoria
X es el namero de llamadas en una hora para reportar siniestros automovi-
listicos. Encontrar la funcién generadora de momentos factoriales de X y a
partir de esta, calcular la media y la varianza de X.

La funcion de densidad en este caso es fx(x) = %6_51{0,172’...}(56).

Primero obtendremos la funcién generadora de momentos factoriales

Mx(t) = E[t¥]

El primer y segundo momentos factoriales se calculan, respectivamente,

d
EX|=—M
[X] = 5 Mx(t) .
=55 =5,
t=1
d2
EX(X - 1)] = -5 Mx(t)
=2t U5(5)| = 25.
t=1

Por lo tanto,

VIX] = E[X(X - 1)] + E[X] - E*[X] = 5.

2.10. Funcién generadora de probabilidades

En esta parte, se definira la funciéon generadora de probabilidades, la cual es
valida para variables aleatorias discretas con valores enteros no negativos y,
como su nombre lo dice, con esta funcién se podran generar probabilidades
para este tipo de variables aleatorias.

Definicion 2.18. Sea X una variable aleatoria discreta con valores enteros
no negativos, entonces, a la funcién generadora de momentos factoriales de
X, Mx(t), se le conoce también como funcidn generadora de probabilidades
de X, si esta existe.
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Capitulo 2. Variables aleatorias

Supongamos que X es una variable aleatoria discreta con valores enteros
no negativos y con funciéon generadora de probabilidades Mx (t), entonces,

fxry =1 (“jf &

Y

>,donder:0,1,...,n,
t=0

entendiendo que la derivada de orden cero es la misma funcién generadora
de probabilidades.

Obsérvese que la funcion generadora de probabilidades se puede expresar
de la siguiente manera:

Mx(t) = E [t*]

= t"fx(x)
=0

= fx(0) +tfx (1) + 2 fx(2) + -+ t"fx(n) + -

Entonces, la primera derivada es

d _
%Mx(t) = fx(l) + Qth(Q) + 3t2f)((3) + - nt” 1fx<n) + -
La segunda derivada es
d? _
pMx(t) =2(1)fx(2) +3@2)tfxB) + - +n(n - 1)t" “fx(n)+ -
De este modo, se puede deducir que la r-ésima derivada es
d?"

My (t) = r(r = 1) @)D (1) + (0 + D)+ e (r+1)
Fa(n = 1) (n = (= 1) fx(n) +

Entonces, las anteriores derivadas valuadas en cero son

dtr

Por lo tanto,




2.10. Funcién generadora de probabilidades

Ejemplo 2.21. Si X es una variable aleatoria discreta que toma valores
enteros no negativos y con funciéon generadora de probabilidades Mx (t) =
é (1 + 3t +3t2 + t3). Encontrar la funciéon de densidad de X.

Obsérvese los siguientes calculos

fx(0) = Mx(t)| =1,
t=0
) = Lary)
* . t=0
:1(3+6t+3t2) ==,
8 t=0
2
21fx(2) = @Mx(t) i
1
=~ (6 + 6t -,
s+on|
| d3
HIx(8) = G0
1 6
— (6 e
s0 =3

Para cualquier otro caso, la derivada vale cero, de este modo,

Fx(0) = g5 fx() = S x(2) = 2y fx(3) = 5.

Concluimos,
1 3
fx(z) = gI{o,:a}(w) + gl{1,2}($)'

Ejemplo 2.22. Sea X una variable aleatoria discreta con valores enteros
no negativos, con funciéon generadora de probabilidades dada por Mx(t) =
51 obtener la funcién de densidad.

Calculemos la primera y segunda derivada, respectivamente,

a _5(t-1)

dQ
dt?
Se puede observar que la r-ésima derivada es

Mx (t) = 5e°D(5) = 525071,

%Mx(t) _ 5r7165(t71) (5) _ 5r65(t71).
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Por lo tanto,

— Mx(t) =5"e 5.
De esta manera,

1 _
fx(r) = 55% "Tio12, 3(r).

2.11. Moda, cuantiles y mediana

En esta seccion se daran las definiciones de moda, cuantiles y mediana de una
variable aleatoria. Se trataréan varios ejemplos, tanto para variables discretas
como para variables continuas. Cabe senalar que estos conceptos son muy
importantes en diversos temas de analisis estadistico, también en diferentes
problemas de ciencias actuariales, entre otras areas de aplicacion.

Definicion 2.19. Sea X una variable aleatoria, la moda de X o de la dis-
tribucién de X es el valor o los valores del recorrido de la variable donde la
funcién de densidad alcanza su maximo.

Observaciones.

1. Para una determinada variable aleatoria, puede existir una tinica moda.
Otra posibilidad es que exista mas de una moda, o puede suceder que
no existan modas. En este capitulo y los siguientes dos, se trataran
algunos ejemplos.

2. Si la funcion de densidad tiene diferentes méximos de diferentes valo-
res, entonces, podemos decir que existen la moda primaria, la moda
secundaria, etc.

3. Los criterios de célculo diferencial, para encontrar minimos y/o mé-
ximos, puede ser de utilidad para encontrar la moda o modas de una
variable aleatoria, tanto en el caso discreto como en el caso continuo,
mas no es una metodologia matemética completamente determinante
para encontrar modas. En general, el calculo diferencial serd una he-
rramienta tutil para el analisis de la grafica de una funciéon de densidad
y de esta manera encontrar lo que se pretende.

4. Sobre todo para variables aleatorias discretas, no existe una metodolo-
gia bien definida para encontrar modas. En el siguiente capitulo, para
algunos modelos discretos, se presentaran sus modas, y no necesaria-
mente se encontrarédn por medio de metodologias de céalculo diferencial.
En los siguientes ejemplos se trataran algunos casos discretos, y estos
se resolveran observando y analizando la gréafica de la funcion de den-

sidad.
Ejemplo 2.23. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada

por fx(z) = <S;> (0.5)6I{0,172’37475,6}(x). Encontrar la moda.
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2.11. Moda, cuantiles y mediana

Una forma simple de encontrar la moda en un caso discreto es realizan-
do la grafica de la funcién de densidad. Es recomendable apoyarse con un
paquete computacional adecuado. La gréafica de esta funcién de densidad se
realiz6 por medio de R.

B

L

Figura 2.11. Funcion de densidad, ejemplo 2.23

Se puede observar que el maximo de la funciéon de densidad es 0.3125 y
este es alcanzado en x = 3, por lo tanto, la moda es igual a 3.

Ejemplo 2.24. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada
por fx(x) = (i) (0.5)51{0,172,374’5}(.%). Encontrar la moda.

Realizaremos la grafica de la funcién de densidad.

Figura 2.12. Funcion de densidad, ejemplo 2.2}

De esta manera, se observan dos modas, x =2y x = 3.

En el siguiente capitulo, para algunos modelos discretos se presentaran
criterios mas especificos y formales para encontrar la moda o las modas,
segin sea el caso.

Ejemplo 2.25. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada
por fx(z)= (32 + z) Ijg1)(z). Encontrar la moda.

Usaremos los criterios de célculo diferencial para encontrar el méximo o
minimo relativo
dfx ()

dx

=3z+1=0.
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Capitulo 2. Variables aleatorias

Despejando, nos queda el siguiente punto critico x = —%.

Realizaremos la segunda derivada.
d*fx ()

Td

Lo que significa que en x = ——, hay un minimo.

Con los criterios de calculo diferencial, no se encontraron puntos criticos
dentro del recorrido de X. Ahora, si en x = —% hay un minimo y la grafica
de la funcién de densidad es una parabola, entonces, a partir de x = —% la
funcion es creciente. En particular, la grafica de la funcién de densidad en el
intervalo [0, 1] es creciente, por lo que se concluye que la funciéon de densidad
alcanza su méaximo en x = 1, considerando su recorrido. En conclusién, la
moda de X es x = 1.

Los criterios de calculo diferencial para encontrar méximos y minimos
son utiles, pero no son definitivos p ara e ncontrar u na m oda, f ue necesario
realizar un anélisis méas detallado de la graficadela funcién d e densidad,
en especifico en valores d el r ecorrido. E sto se d ebe a que muchas veces las
funciones de densidad estan restringidas en un intervalo y los métodos de
optimizacion de calculo consideran a todos los ntimeros reales.

A continuacién, se presentard la definicion d el r -ésimo c uantil d e una
variable aleatoria.

Definicion 2 .20. Sea X unavariablealeatoriay 0 < r < 1,elr-ésimo
cuantil de X se denota como (, y se define como el ntimero mas pequeno del
recorrido de X que cumple con la siguiente desigualdad: P[X < (.| > r.

Obsérvese que si X es una variable aleatoria continua, el r-ésimo cuantil
de X se define c omo el n imero ¢ ,q ue c umple c on 1 a s iguiente igualdad
PIX < (] =Fx(¢)=r.

Para el caso discreto, es el primer nimero del recorrido ¢, que cumple
con P[X < (| >roPX <(]=Fx(()=r.

Definicion 2 .21. Sea X una variable aleatoria, la mediana de X se denota
como m y se define como m = 0.5-ésimo cuantil.

Observacion. La definicién de percentil de una variable aleatoria es prac-
ticamente la misma que la de cuantil, la diferencia es que la definicién de
percentil estd dada en términos de porcentaje. Por ejemplo, el 0.3-ésimo
cuantil equivale al percentil 30.

Observacién. Si una variable aleatoria X tiene una funcién de densidad
fx(x) simétrica con respecto a ¢, entonces, la mediana de X es ¢ .

La demostracion se deja como ejercicio para el estudiante.

A continuacion, se presentaran algunos ejemplos de célculo de cuantiles,
tanto de variables aleatorias discretas como continuas.
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2.11. Moda, cuantiles y mediana

Ejemplo 2.26. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada
5

por fx(x) = < >(0.5)51{0’1 2,3.4,5) (). Encontrar el 0.35-ésimo cuantil y la

mediana de X.

Calcularemos los valores de la funcion de densidad y de la funciéon de
distribucién para los primeros valores del recorrido de la variable, hasta que
la probabilidad acumulada llegue o pase por primera vez de 0.35, y poste-
riormente de 0.5

fx(x) | Fx()

0.03125 | 0.03125
0.15625 | 0.1875
0.3125 0.5

| =D X

Tabla 2.3. Probabilidades, ejemplo 2.26

Con estos valores es suficiente para poder concluir (p35 = m = 2. En
este caso, de acuerdo a la definicion de cuantil, {y.35 = m.

Ejemplo 2.27. Encontrar el 0.35-ésimo cuantil y la mediana de la variable
aleatoria, cantidad reclamada por un asegurado, del ejemplo 2.8.

La funcion de distribucion, en este ejemplo es

2

4 2
Fx(x) = §952I(0,1.5) (z) + (333 - §952 - 1> I115.3) (%) + I3 00) (7).

El r-ésimo cuantil de una variable aleatoria continua se encuentra como
el valor del recorrido ¢, que cumple con la ecuacion Fx () =r.

En este ejemplo, la funcién de distribucién estd dada en partes para
valores del recorrido. Primero se sugiere evaluar la funcién de distribucién en
1.5 (valor del recorrido donde cambia la funcion) para saber la probabilidad
acumulada en ese valor, y saber qué parte de la funciéon de distribucién seréa
utilizada para encontrar el cuantil solicitado.

Obsérvese que si Fiy(1.5) = 0.5, entonces, m = 1.5.

El 0.35-ésimo cuantil se buscara con la primera parte de la funcién de
distribucién, esto es,

2
§(C§.35) = 0.35.

Coss = %4/0.35 <g>

La solucién negativa se descarta, ya que el recorrido de la variable es el
intervalo (0,3). La soluciéon positiva si se encuentra en el intervalo, por lo
tanto,

Las soluciones son

9
Co35 = 4/0.35 <2> = 1.25499.
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2.12. Desigualdad de Chebyshev

En esta seccion se tratard con la desigualdad de Chebyshev que es tutil para
acotar algunas probabilidades. Esta desigualdad tiene varias aplicaciones,
por ejemplo, en temas de convergencia estocastica, también en muestreo y
en estadistica.

La desigualdad de Chebyshev es un caso particular de la desigualdad de
Markov, la cual se presenta en el siguiente resultado.

Teorema 2.7. Desigualdad de Markov. Sea X una variable aleatoria y
9(X) una funcion real no negativa de X, entonces,

Plg(X) >r] < r'E[g(X)], para r > 0.

Demostracion (caso continuo). El valor esperado de g(X) se calcula como

HmXﬂz/mg@ﬁﬂ@m

:/ mmamm+/ o) fx (2)da.
{z|g(x)>r} {z|g(z)<r}

g(x) fx(x) > 0 para todox € R.

/' o) fx(x)dz > 0.
{z|g(z)<r}

Obsérvese

Entonces,

Por lo tanto,

mmxnzA ()}gunx@mz
z|g(x)>r

> / rfx(z)dx
{z|g(z)>r}

= 7"/ fx(x)dz
{zlg(z)>r}
=rPlg(X) >r].

De esta manera,
r 1 E[g(X)] > Plg(X) > r]. O

A continuacioén, se tratara la desigualdad de Chebyshev.

Teorema 2.8. Desigualdad de Chebyshev. Sea X una variable aleatoria

con media [ Yy varianza o2, entonces,

P[|X — p| < ko] > 1— k™2, donde k>0,
o equivalentemente,

P[|X — u| > ko] < k™2, donde k > 0.
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2.12. Desigualdad de Chebyshev

Demostracion. Obsérvese

P[|X — p| > ko] = P[(X — p)* > K?0?].

Se aplicara el teorema anterior, considerando como g(X) = (X — pu)?y
r = k?0?, de esta manera,

PIX — il = ko] = PI(X — p)? = ko)

< k202 B[(X — p)?]
=k O
Ejemplo 2.28. El departamento de produccién de una empresa se conforma
por dos personas que tienen alguna profesion y tres que no tienen profesion,
pero con mucha experiencia. Se sacan al azar 3 personas para un proyecto.

Para la variable aleatoria X, ntimero de trabajadores sin profesion, verificar
la desigualdad de Chebyshev para k = 2.

Obsérvese

X = Numero de trabajadores sin profesion.
x=1,2,3.

Por lo tanto,

o=06=1/36—(18)2 = 0.6.

Obsérvese
P[|X — 1.8 < 2(0.6)]

P[-12< X —-18<1.2]
[0.6 < X < 3]
[X = 1]+ P[X =2] = 0.9,

P
P

ademas,
1-k2=1-2"2=0.75 < 0.90.

Por lo tanto, si se cumple la desigualdad de Chebyshev, para k = 2.

El anterior ejemplo tiene como objetivo que el estudiante se dé cuenta
de como se verifica el cumplimiento de la desigualdad de Chebyshev para un
ejemplo particular. De antemano se sabia que se tenfa que cumplir, ya que
es un resultado que fue ya demostrado en general.
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Ejemplo 2.29. Sea X una variable aleatoria con media 3 y segundo mo-
mento con respecto al origen 13, encontrar una cota inferior para la siguiente
probabilidad P[-2 < X < 8].
Se puede calcular la desviacion esténdar, esto es, 0 = /13 — 9 = 2.
Consideremos la desigualdad de Chebyshev,

Plu—ko <X <pu+ko]>1—-k2

Nos podemos percatar que p—ko = -2 'y p+ko =8, de esta manera,
se deduce que k = 2.5. Por lo tanto, la cota inferior para la probabilidad
__ 21

P[-2 < X < 8], usando la parte derecha de la desigualdad, es 1 — % = 5-

2.13. Desigualdad de Jensen

La desigualdad de Jensen tiene que ver con funciones convexas de una varia-
ble aleatoria. Primero daremos la definiciéon de una funcién convexa y luego
se presentara el teorema, donde se expone esta desigualdad. Como se expli-
caré, este resultado tiene aplicaciones, tanto en probabilidad como en otras
areas de aplicacion.

Definicion 2.22. Una funcion ¢g(X) con dominio y contra dominio de los
nameros reales es convezxa, si es una funcién continua y ademés cumple la

siguiente propiedad: para todo xo € R, existe una linea recta I(x) tal que I(z0)
= g(zo) y ademés [(x) < g(x) para todo = € R, donde = # xo.

La desigualdad de Jensen es vélida para funciones convexas y es de gran
utilidad para algunos resultados importantes, tanto en probabilidad, en el
area de inferencia estadistica, como también en mateméaticas actuariales.

Teorema 2.9. Desigualdad de Jensen. Sea X una variable aleatoria y
9(X) una funcion convexa, entonces,

E[g(X)] = g(E[X]).

Demostracion. Supongamos que g(X) es una funciéon convexa.

Entonces, para un xy € R, existe una linea recta [(X) = a + bX tal que
l(zo) = g(xo) v l(z) < g(z) para todo = # xg.

En particular, se puede considerar xop = E[X], por lo que existe [(X), tal
que [(E[X]) = g(E[X]), y ademas I(z) < g(z) para todo = # E[X].

Por otro lado, g(E[X]) = [(E[X]) = aE[X] + b= E[aX + b] = E[l(X)].

Ademés, si l(z) < g(z), entonces, E[l(X)] < E[g(X)].
Por lo tanto,

9(E[X]) < Elg(X)]. 0

Observacién. Si la funcion g(x) y su derivada %g(m) son diferenciables,
entonces, g(x) es una funcién convexa, si y solo si, la segunda derivada

2
L g(z) > 0.
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Ejemplo 2.30. Para la variable aleatoria X.
a) Aplicar la desigualdad de Jensen para las funciones eX, X2
b) Comprobar que V[X] > 0.

a) Las funciones e, X2 son convexas, entonces, se cumple E[eX] > eP[X]
y E[X?] > E?[X].

b) Obsérvese que de la altima desigualdad del inciso anterior, se puede
afirmar que V[X] > 0.

Observacion. Una funcion g(X) es concava, si es una funcion continua, con
dominio y contra dominio los reales y ademés cumple la siguiente propiedad:
para todo zp € R, existe una linea recta [(x) tal que I(zg) = g(zo) v l(z) >
g(x) para todo x € R donde x # .

Existe una versiéon de la desigualdad de Jensen para funciones concavas,
esto es, si X es una variable aleatoria y g(X) es una funcion concava de X,
entonces, se cumple la siguiente desigualdad

Elg(X)] < g(E[X]).

Para comprobar la anterior desigualdad, se puede verificar facilmente que
una funcion g(X) es concava si y solo si —g(X) es convexa, entonces se puede
aplicar el teorema anterior.

2.14. Mezcla de distribuciones

En esta seccién se trataran las mezclas, combinaciones o promedios pondera-
dos de dos o mas distribuciones. El promedio ponderado de varias distribu-
ciones es una forma de ampliar los modelos de probabilidad, en particular,
es una opcién para modelos de variables aleatorias como el reclamo de un
asegurado a una compaiiia de seguros, entre otros ejemplos.

Teorema 2.10.  Sean fi(z), fa(x),..., fx(x)  funciones de densidad, y
P1,P2, - .., Pr constantes, donde p; > 0 para v = 1,2,...,k y Zlepi =1,
entonces,

k
fx(@) = pifi(x)
i=1
es una funcion de densidad.

La funcion de densidad fx(x), considerada en el anterior teorema, es
conocida como la mezcla de distribuciones con funciones de densidad dadas
por fl(x)’ fZ(x)7 SRR fk(x)

Se sugiere al lector, realizar la demostracion del anterior teorema.

Las funciones f;(x) pueden ser discretas o continuas, o una combinacion
de discretas y continuas.
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Obsérvese que la suma

k
fx(@) = pifi(x)
i=1

es un promedio ponderado de las funciones de densidad f;(z),i=1,2,...,k,
donde los p; son considerados los pesos de este promedio.

Por ejemplo, las estaturas de una poblaciéon puede considerarse como
la mezcla de dos distribuciones continuas, donde una de ellas modela las
estaturas de las mujeres y la otra la de los hombres.

Un ejemplo de la grafica de una funcion de densidad de una mezcla de
dos distribuciones continuas se da a continuacion:

Figura 2.13. Funcion de densidad, ejemplo 2.2

Otro ejemplo, el reclamo de un asegurado de acuerdo a como esté es-
tipulada su poliza de seguros, puede considerarse como la mezcla de dos
distribuciones, una parte discreta, donde la variable aleatoria (el reclamo del
asegurado) tiene la posibilidad de tomar valores especificos con probabili-
dades mayor que cero, como el reclamo nulo o el reclamo de toda la suma
asegurada, y en cualquier otro caso, la variable es continua, dando la posi-
bilidad de que el asegurado reclame una cantidad mayor que cero y menor
que la suma asegurada.

Teorema 2.11. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad fx (x)
la cual puede ser expresada como una mezcla de distribuciones con funciones
de densidad fi(x), fo(x), ..., fr(z) y pesos p;, i = 1,2,...,k, entonces,

k
BIX") = Y piE(X"),
i=1

k
Fx(x) =) _piFi(x),
i=1
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k
mx(t) = Z pim;(t),
i1

donde E;[X"], Fi(z) y m;(t) son, respectivamente, el n-ésimo momento con
respecto al origen, la funcion de distribucion y la funcion generadora de
momentos, de la distribucion correspondiente, aquella que tiene como funcion
de densidad a fi(z),i=1,...,n.

La demostracién de este teorema se deja como ejercicio para el estudiante.

Ejemplo 2.31. Una persona tiene 4 dados bien balanceados con diferentes
niimeros en las caras: el dado 1 tiene 6 caras, el dado 2 tiene 20, el dado 3
estd formado con 30 numeros diferentes, y el dado 4 es de 100 niimeros. La
persona toma el dado 1 y lo arroja, si cae el nimero 1, 2 o 3, entonces, lanza
el dado 2 una vez, si cae el niimero 4, entonces, lanza el 3, y de otra manera
arroja el dado 4. Sea X el niimero de caras menores a 11 en el segundo dado
que se lanza, para esta variable aleatoria encontrar la

a) Funcion de densidad.

b) Media.

¢) Varianza.

a) Obsérvese que el recorrido de X es x = 0, 1.
La distribucién de X es una mezcla de tres distribuciones discretas, don-
de sus funciones de densidad se dan a continuacién: fi(z) = 0.5 11(z);

fa(z) = %I{O} + %I{l}(aj) y fs(x) = 1%[{0} (x)+ 1—101'{1}(33). Las ponderaciones
que se deben considerar para la funciéon de densidad de X son respectiva-
mente, p; = 0.5; pa = % y p3 = %

Por lo tanto, la funcién de densidad de X es
fx(@) =

2 9

1 1 1 1
(0.5)0.5[{071} (m) + 6 g[{o}(x) + g {u(%)] + g |:10[{0} (l’) + EI{l}(QJ) .

Escrita de otra manera,
fx(x) = 0.661111 0, (x) + 0.33889]{1}(36).

b) Las medias de las 3 distribuciones son, respectivamente: E1[X]| = 0.5;
Eo[X] = 3y E3[X] = 1.

Por lo tanto, la media de X, considerando las medias anteriores, se calcula
de la siguiente manera:

E[X] = 0.5(0.5) + (é) (;) + (;) (110> — 0.33889.

c¢) Obsérvese que los segundos momentos de las 3 distribuciones son igua-
les que los primeros, esto es, E1[X?] = 0.5; Fo[X?] = 1 y E3[X?] = 15.
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De esta manera, el segundo momento de X es también E[X?] = 0.33889,
por lo tanto, V[X] = 0.33889 — (0.33889)2 = 0.22404.

Es importante aclarar que la varianza de X no se puede obtener como el
promedio ponderado de las tres varianzas Vi[X], Vo[ X] y V3[X].

Ejemplo 2.32. Los dafios de una maquina asegurada reportados en un mes,
es una variable aleatoria X que cumple con las siguientes caracteristicas:
PX <z]=1- %67% para z > 0y P[X < z] = 0 para < 0. Encontrar
para la variable X, la

a) Funcion de densidad escrita como mezcla de distribuciones.

b)
¢) Funcion generadora de momentos.
d) Varianza mensual.

Media mensual.

a) Se puede observar que la funciéon de distribucion de la variable X es
continua para todo valor de x, excepto en x = 0, donde se observa un salto. Lo
que significa que la distribucién de X es una mezcla de dos distribuciones,
una distribucion discreta con funciéon de densidad fi(x) en z = 0 y otra
continua con funcion de densidad fa(x) para valores de z > 0.

Obsérvese que la probabilidad de tener danos reportados de 0 en un mes
es igual a %, y como la parte discreta de esta distribuciéon se concentra en
solo un punto, esto es, en x = 0 (solo hay una discontinuidad), entonces, la
funcion de densidad discreta es fi(z) = Ijo1(z), de aqui se deduce que el
peso de esta funcion de densidad es igual a p; = % Por lo tanto, el peso de

funcién de densidad continua ps se obtiene del complemento de pq, esto es,
2

b2 =%

A}iora, la funciéon de densidad fa(x) se obtiene derivando la funcion de
distribucién para valores de x > 0, y después el resultado se ajusta con la
constante adecuada, para que sea funciéon de densidad.

De este modo, la derivada de la funcién de distribucion es %6_%. Obsér-
vese, fooo %e_% =P[X >0]= %, siendo otra forma de calcular ps.

El reciproco de este tltimo resultado es la constante para ajustar la
derivada de la funcién de distribuciéon y de esta manera obtener la funcion
de densidad fa(z).

Esto es, fo(z) = % (%) 6_%1(0,00) = %6_%1(0700)'

5
Por lo tanto, la funcion de densidad fx(x) expresada como mezcla de
dos distribuciones queda de la siguiente manera:

fx(@) = (2) Loy (z) + (2) te 5,00y (@)

b) Ahora obsérvese que E1[X] =0y E2[X] = 5.
Por lo tanto,

E[X] = p1E1[X] + paEo [ X]
=(2)(0)+ (3) (5) = 3.33333.
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c) Ademas, my(t) = % =1y ma(t) = (1 —5t)71, sit < 1/5.
Entonces,

mx (t) = pima(t) + pama(t)
=2+ 21 -5t tsit<1/5.

El inciso d se deja como ejercicio para el estudiante.

2.15. Distribuciones de cola pesada

En la vida real es muy comin que se trate con variables aleatorias continuas
con recorrido positivo, por ejemplo, el tiempo necesario para observar un
acontecimiento, las ganancias (o pérdidas) de una compania, el tamano de
reclamos mensual a una compania de seguros. Para este tipo de variables,
las distribuciones de cola pesada pueden ser una opcién de mucha utilidad.

En particular, las distribuciones de cola pesada son muy utiles tanto en
problemas de seguros, como de finanzas o t ambién d e e conomia, p or men-
cionar algunas areas de aplicacion. Estos modelos pueden ser usados, en
general, para variables aleatorias con probabilidad no «tan pequena», donde
la variable tome valores grandes o extremos, se puede consultar [24].

En seguros, es comiin que se cubran siniestros que, de momento, puedan
ser catastroficos, como un huracan, un terremoto, una nevada o un incendio
extremo, y en estos casos es necesario contar con distribuciones de cola pesa-
da, esto es, modelos donde la probabilidad de tener un reclamo muy grande
0 extremo no sea «tan pequenay, o dicho de otra manera, la probabilidad de
que no sea practicamente nula. El tener un modelo adecuado para el tamano
de reclamos a una compaifia de seguros contribuiré a lograr una estimacién
més realista de la probabilidad de ruina, por reclamos excesivos.

Pensemos ahora en los créditos que un banco ofrece a sus clientes, por
lo general siempre existe lo que se le llama cartera vencida, la cantidad que
no es pagada cada mes por algunos de sus clientes. Para un mes determi-
nado, la cantidad no pagada al banco por sus clientes puede tener un valor
extremo, debido posiblemente a alguna contingencia, por ejemplo, una ca-
tastrofe natural que afecta a todo el pafs, o también, alguna devaluacioén, etc.
Una distribucién de cola pesada serfa un modelo adecuado para este tipo de
circunstancias.

Los ejemplos previamente expuestos son casos de variables aleatorias con
recorrido (0, co), que, cuando la variable toma valores extremos, serian va-
lores grandes positivos, por esta razoén solo nos interesa la definicion de
distribucién de cola pesada considerando solo la cola derecha. Cabe mencio-
nar que también se puede definir este tipo de distribuciones, considerando la
cola izquierda, o también tomando en cuenta las dos colas de la distribucion.

Se ha tratado de definir o explicar de varias maneras lo que es una distri-
bucién de cola pesada, a continuacion, se expondran algunas explicaciones
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o definiciones que algunos autores han expuesto. Estas, principalmente, se
pueden encontrar en Asmussen [1].

Una primera manera de definir una distribucién de cola pesada es aquella
que va tendiendo por la derecha a cero, mas lentamente que una distribu-
cion exponencial, véase la definicion 4.8 de distribucion exponencial. De esta
manera, una variable aleatoria con distribucién de cola pesada podra tomar
con mayor facilidad un valor extremo.

Una segunda definicién es que una distribucion se considera de cola pe-
sada si su varianza es infinita.

Otra manera es explicada en términos actuariales; una distribucién es
de cola pesada, si el 20% del conteo de los reclamos son al menos el 80 %
del total reclamado. Esto es, consideremos a la variable X como el total
reclamado a una compania de seguros en un periodo dado, sea fx(x) su
funcién de densidad, p su media, y ¢g.80 es el 0.80-cuantil. Se dice que la
distribucién de X es de cola pesada si cumple:

1 oo
/ zfx(z)dx > 0.80.
K Jo.s

A continuacion, se dara la definicién mas comun de distribucién de cola
pesada encontrada en la literatura, también se presentaré la de distribucién
de cola ligera. Estas definiciones son las que consideraremos, de aqui en
adelante, para indicar si una distribucion particular con recorrido (0, 00) es
de cola ligera o pesada.

Definicion 2.23. Sea X una variable aleatoria con funciéon de distribuciéon
Fx(x) y funciéon generadora de momentos mx (t). Se dice que X tiene dis-
tribucion de cola pesada si

mx(t) = oo, paratodo t> 0.
Por otro lado, se dice que X tiene distribucion de cola ligera si
mx(t) < oo, paraalgin t > 0.

Cabe senalar que al considerar distribuciones con recorrido (0,00), la
funciéon generadora de momentos siempre va a existir para t < 0, véase
seccion 2.10 de este capitulo.

En el caso de una distribucién de cola ligera, la funcién generadora de
momentos va existir para valores de ¢, en un entorno que contenga al cero.
De esta manera, para estas distribuciones también van a existir todos los
momentos con respecto al origen, véase el desarrollo en serie de Maclaurin
de la funciéon generadora de momentos (ecuacion 2.1).

Pero para una distribucién de cola pesada, la funcién generadora de mo-
mentos no va existir para valores de ¢ en un intervalo (—h, h), donde h > 0.
No obstante, pueden existir todos los momentos con respecto al origen, pero
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la suma de la parte derecha de la expresiéon 2.1 puede no converger, tal es
el caso de la distribuciéon lognormal, véase definicién y propiedades de es-
ta distribucién en el capitulo 4. Lo que si podemos afirmar es que si algin
momento F[X"] no existe, entonces, la funcion generadora tampoco, lo cual
serd suficiente para afirmar que se trata de una distribucion de cola pesada.

Un primer ejemplo de distribucién de cola ligera es la distribuciéon del
ejemplo 2.16, en este caso la funcidon generadora de momentos existe para
alguna t > 0.

A continuacion, se dara un ejemplo de una distribucién de cola pesada.

Ejemplo 2.33. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

fx(x) = ﬁl(ﬂ,oo) (x). Para esta funcion

a) Verificar que sea funcion de densidad.

b) Verificar que sea de cola pesada.

c) Realizar la grafica de esta funcion junto con la funcion de densidad del
ejemplo 2.16.

a) Obsérvese

(1+2)2>0 e I 9,00y (z) > 0.

De esta manera,
fx(x) >0
Por otro lado,

/0 (1+z)Pde=—(1+2)7"| =1

Por lo tanto, fx(x) es funcion de densidad.
b) El valor esperado se calcula de la siguiente manera:

E[X] = /Ooo:z(l + )" %dx,

donde se considera el siguiente cambio de variable u = 1+ x, de esta manera
du = dx.

De este modo,

/OOo (1 + ) 2de = /100(u — Du2du

= /100 uw tdu — /100 u2du
= ()], — [u™']T

= ulg{)lo In(u) —1 = oc.
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Por lo tanto, al no existir el valor esperado de X (funcién generadora
tampoco existe), fx(z) es la funcion de densidad de una distribucion de cola
pesada.

¢) A continuacion, se presentan las graficas de las funciones de densidad
de los ejemplos 2.16 (cola ligera) y 2.33 (cola pesada).

5 cola ligera

fix)

cola poesada

Figura 2.14. Funciones de densidad de los ejemplos 2.16 y 2.33.

2.16. Distribuciones truncadas

En los siguientes dos capitulos se trataran las familias de distribuciones,
tanto discretas como continuas, mas importantes que existen en la literatura.
Estas familias toman mucha importancia, sobre todo, por las aplicaciones en
el mundo real.

Una manera de ampliar los modelos es modificindolos, existen varias
formas de hacerlo. En esta seccion se presentara un procedimiento llamado
truncacion. Para entender en qué consiste este procedimiento, se presentaran,
a continuacioén, algunos ejemplos.

Ejemplo 2.34. El nimero de personas que llegan a una conferencia que se
realiza cada afo es una variable aleatoria, la cual tiene funciéon de densidad
x .
dada por fx(x) = %6_101{071,27__}(1'). Se sabe que al menos 2 personas asis-
tiran a la conferencia. Considerando este hecho, encontrar la nueva funcion

de densidad.

El nuevo modelo discreto calculara probabilidades en cada valor del reco-
rrido con la condicion de que X > 1. Sea gx (x) la nueva funcion de densidad.
Esta funcion se obtendré de la siguiente manera:

gx(x) = P[X = z[X > 1],

donde el nuevo recorrido es {0,1,...} N{z|z > 1} ={2,...}.
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De esta manera,

P[(X =z)Nn (X >1)] 10%e~10

9x () = PIX > 1] T ZPX > 1]

Obsérvese

PIX>1=1-PX=0-PX=1=1-e1—10e1.
Por lo tanto,

10%e~10
gx(z) = 21— e 10 — 106710)1{2:~-~}($>'

Esta ultima es la funcién de densidad para la variable aleatoria X con-
siderando la restriccion X > 1. Se dice que esta nueva distribuciéon para X
estd truncada en el conjunto {0, 1}.

En este ejemplo se trunco la funcion de densidad en {0, 1}, pero también
se puede truncar en otro conjunto, por ejemplo, se puede truncar en x > 7,
oenx <7, 0end <X <8, etc. Esto depende del problema donde se quiera
aplicar el nuevo modelo.

A continuacion, se presenta un ejemplo de distribucién continua truncada
en algin conjunto.

Ejemplo 2.35. Considerando la variable aleatoria del ejemplo 2.16, tiempo
en horas para que un ajustador de seguros llegue al lugar de los hechos por el
reporte de un accidente automovilistico, se sabe que este traslado por parte
del ajustador no puede ser menor o igual a 30 minutos. Modificar la funcién
de densidad para esta variable, considerando esta restriccion.

La nueva funcién de densidad servird para calcular probabilidades del
tiempo de traslado por el ajustado al lugar de los hechos, con la condicién
de que X > 0.5. Sea gx(z) la nueva funciéon de densidad, esta se obtendra
de la siguiente manera:

_ fo(@)
9x() = P~ o5
donde el nuevo recorrido es (0, 00) N (0.5, 00).
Obsérvese
HX>Qa:/ e Tdr = e 05,
0.5

Por lo tanto,

gx(v) = 6_@_0'5)—7(0.5,00) (7).
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Se dice que la nueva distribucion estd truncada en el intervalo (0,0.5]
o que estd truncada a la izquierda de 0.5, pero también se puede truncar
en otros intervalos o conjuntos, por ejemplo, en (0.5,00) o en (0.5,1), o en
(0,0.5) U (1,00), o en algin otro conjunto, dependiendo de la naturaleza de
la variable.

2.17. Ejemplos diversos

En esta seccién se trataran diferentes ejemplos vinculados con los temas
vistos durante este capitulo.

Ejemplo 2.36. Un seguro de vida por un afio tiene las siguientes caracte-
risticas: se pagara 200 en caso de que el asegurado tenga una muerte natural,
en caso de muerte accidental se pagaré el doble. La probabilidad de sufrir
una muerte accidental es de 0.001 y de morir en forma natural es de 0.01.
Si la compania de seguros pretende tener una ganancia promedio de 2 por
cada seguro que venda, jen cuédnto debera vender cada seguro de vida?

X = Pago que la compania realizaré al beneficiario del asegurado al cabo
de un afio.

x = 0,200, 400.

Se encontraré la funcién de densidad para cada valor de la variable,

fx(0) = P[X =]
=1-0.01 —0.001 = 0.989,
fx(200) = P[X = 200] = 0.01,
fx(400) = P[X = 400] = 0.001.
Se calculara el valor esperado de lo que la compania pagaré por seguro:

E[X] = 0(0.989) + 200(0.01) + 400(0.001) = 2.4.

Si en promedio quiere ganar 2 por cada seguro, entonces, tendra que
cobrar por cada seguro 2.4 + 2 = 4.4.

Ejemplo 2.37. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad
fx(z) = #1{172737“_}@), Jexiste la funciéon generadora de momentos pa-
ra t > 07 La distribucion, ;de qué tipo de cola es?

Obsérvese
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Analizaremos la convergencia de la sucesion de la serie anterior,

L , tet®
lim 2z 2% = lim

T—00 T—00 21’
thtx

El dltimo limite no existe para valores de t > 0. Lo que significa, de
acuerdo a la definicion 2.23, que esta distribucion es de cola pesada.

Ejemplo 2.38. Sea X una variable aleatoria discreta con funcién gene-
radora de momentos my (t) = %et + %e% + %e&. Encontrar la funcién de
densidad de X.

La funcion generadora de momentos puede expresarse como

3
_ te (L
mx(t) = ;e (6) .
Por otro lado, se sabe
mx(t) =Y e fx().

Por lo tanto,
x

fx(z) = <6) 1{1,2,3}(93)-

Ejemplo 2.39. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad
fx(@) = (%) I13)(2).

a) Encontrar la funciéon generadora de momentos de X.

b) Encontrar la media y la varianza de X a partir de a).

c¢) Verificar si se cumple el teorema de Chebyshev para k = 2

EleX] = /13 G) e dx

a) Obseérvese

et:r 3
= 2775 1, si t 7é 0.
Entonces, para t # 0,
1
E[eX] = 5 (e —eh)).

La funciéon E[e?X] es discontinua en t = 0.
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Se obtendra el limite de E[e!*X] cuando ¢ tiende a 0.

1 3t _ t
lim Ele’ ]—fhme €
t—0 2 t—0 t
1 3 3t _ ot
—Cm "
2 t—0 1

Entonces, la funciéon generadora de momentos de X es

1,
mx(t) = 5 (7™ =€) Lizoy () + oy (8)-
Obsérvese que esta tltima funcién es continua para todo t € R.
b) La primera derivada de la funciéon generadora de momentos es

d 1 [t(3e3 —ef) —e3t ¢!
S st == .
"X =5 ( 2

Observemos que la primera derivada no existe en ¢t = 0. Por lo que E[X] se
obtendra sacando el limite de la primera derivada cuando t tiende a 0.

BIX] = tim Ly ()

t—0 dt
_y 1 t(3e3t —el) — &3 4 el
502 2
_y 1 (t(9e* —e') +3e* — e —3e% 4 ¢f
502 2t

1 /(9 3t _ t

= lim = < (9e ¢ )>

t—0 2 2t
_ h'ml (273t — et) + 9e3 — et o

t—0 2 2

Para el segundo momento, E[X?], se obtiene el limite de la segunda
derivada de la funcién generadora de momento cuando ¢ tiende a cero. El
segundo momento es E[X?] = % Se le pide al estudiante confirmar este

calculo.
/13
oc=1\——4= \/T
3 3
c¢) Entonces,

Por lo tanto,
1
X =2l <2y <
xoaeny]

De este modo, se cumple la desigualdad de Chebyshev.

P = P[0.84 < X < 3.15] =1 > 0.75.
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Ejemplo 2.40. Sea X una variable aleatoria con funciéon generadora de

2
momentos my (t) = e’ . Encontrar el r-ésimo momento E [XT].

Se desarrollara la funcién generadora de momentos en series de Maclaurin
(véase apéndice C).

mx(t) =e2
2 4 +6 2k
-1+ = .
Ty T Ty T T T
Ahora, el desarrollo en general de la funcién generadora de momentos en
series de Maclaurin es (véase ecuacion 2.1),

t3

t4
3!E[X3] + —E[XY+ -

t2
mx(t) = 1+tE[X]+§E[X2]+ 1

La funcién generadora de este ejemplo se puede expresar también de la
siguiente manera:

2 3 4 5
) =1+ O+ 5+ 05+ (5 ) () + O

() (00 () () -

De este modo, se concluye

0, cuando r es impar,
E[X"] = r!

————_ cuando T es par.
2r/2(r/2)V

Ejemplo 2.41. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada

por fx(z) = c|zr — 4|l 6 (x). Encontrar

a) La constante c.

b) La funcién de distribucion de X.
) El valor esperado de X.
) La mediana.
)
)

o

(o8

La moda.

@

—

El 0.8-ésimo cuantil.

a) fx(z) se puede expresar como

fx(x) = C[(4 — :c)I[QA](:c) + (:1: — 4)1(4,6] ((l))]

Por lo tanto,
4 6
c[/ (4—x)dw+/ (x—4)dac] =1
2 4
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De esta manera,

Evaluando y despejando, ¢ = %.

Entonces, la funcién de densidad es

Fx(@) = ¢ [(4= D) (e) + (2~ g (a)]

b) Se calculara la funcion de distribucion por casos
Caso 1. Cuando z < 2.

_, w3
B 8 2
Caso 3. Cuando 4 < X < 6.
Fx(z)= [ fx(t)dt

_l’_

N =

+
N S

| =

»| g,

Caso 4. Cuando z > 6.

Fx(x) =1.
Se concluye que

T

2 3 z2 5
Fx(z) = (2= 5 =5 [ leq@) + | 5 —o+ 5 ) lug(@) + g0 ().
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2.17. Ejemplos diversos

c¢) Ahora, el valor esperado se calcula como

ﬂXﬁilz<iM—x0dx+Aip
RN

d) Obsérvese que Fx(4) = 0.5, entonces, la mediana es m = 4.

S

@—40dm

e) La funcion de densidad esta compuesta por dos rectas, la primera con
pendiente negativa, 1 —0.25x, en el intervalo [2,4], y con un valor maximo de
0.5, en x = 2, y la segunda 0.25x — 1, con pendiente positiva, en el intervalo
(4,6], y con un valor maximo de 0.5, en x = 6. De esta manera, se concluye
que las modas son 2 y 6.

f) El 0.8-ésimo cuantil es el valor del recorrido (pg que cumple con

Fx(¢o.s) = 0.8.
De esta manera, usando la segunda parte de la funciéon de distribuciéon

G 5
S ®8+2—0&

Esto es,
(s —8Cos+13.6 =0,

8+ /64 — 4(13.6)
2 b
Cos = 5.54919, o (og = 2.45081.

Co8 =

De estas dos soluciones, descartamos aquella que no se encuentra en el
recorrido X, por lo tanto, (p.g = 5.54919.

Ejemplo 2.42. La cantidad reclamada mensualmente por los asegurados a
una compaififa por un tipo de seguro, tiene la siguiente funcién de distribu-
cién:

0 si x <0,

Fy(z) = 0.2z si 0<z<2.5,
0.05(z +13.5) si 2.5 <z <6.5,
1 si T > 6.5.

Encontrar

a) P[2.5 <X <3.5].

b) P[2.5< X < 3.5].

c¢) La funcion de densidad.
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d) El valor esperado de X.
e) La varianza.
f) El 0.9-ésimo cuantil.

Se puede observar que la funcién de distribucidén es continua, excepto
en el punto x = 2.5, lo que significa que esta distribuciéon es una mezcla
de dos distribuciones, de una continua y una discreta. La variable cantidad
reclamada es discreta en el punto x = 2.5 y continua en los intervalos [0, 2.5)
y (2.5,6.5].

a) P[2.5 < X <3.5] = Fx(3.5) — Fx(2.5) = 0.85 — 0.80 = 0.05.

b) P[2.5 < X <3.5] = Fx(3.5) — Fx(2.57) = 0.85 — 0.5 = 0.35.

c) El salto en z = 2.5 es de 0.3, lo que significa que P[X = 2.5] = 0.3.
Dicho de otra manera, la funciéon de densidad de la distribucién discreta es
fi(z) = L5 53(x) con un peso p; = 0.3. Entonces, el peso de la funcion de
densidad continua es py = 0.7.

Derivando la funcién de distribucion en los intervalos [0,2.5) y (2.5, 6.5],
queda respectivamente 0.2 y 0.05.

Obsérvese que el area total de la parte continua es precisamente 0.7. Por
lo tanto, la funcién de densidad para la parte continua es

0.2 0.05
fa(z) = ﬁf[o,m) (z) + WI(2.5,6.5] (z)

2 1
= 225 (@) + 77 les65(@).

De esta manera, la funcion de densidad de la cantidad reclamada men-
sualmente escrita en forma de mezcla de distribuciones es

2 1
fx(z) = 0.3 5 (x) +0.7 {71[0,2.5) (z) + ﬁf(2.5,6.5] (95)} .

d) Los valores esperados de fi(z) y f2(x), respectivamente, son
Ei[X] =25 x 1 =25,

2.5 6.5
EQ[X]:/O x(?)dx—i—/Q x(%)daz

.5
=Z|=| +=|%| =217857.
712, "14[2],;

De esta manera, el valor esperado de la cantidad reclamada es

E[X] = 0.3E,[X] + 0.7E,[X]
= 0.3(2.5) 4 0.7(2.17857) = 2.275.

e) Los segundos momentos de fi(x) y fa(z) son, respectivamente,

E1[X?% = (2.5)? x 1 = 6.25,
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) 2.5 9 9 6.5 ) 1
0 2.5

=z |5 +—= |5 = 7.65476.
713, 14[3],

Por lo tanto, el segundo momento de la cantidad reclamada es

E[X?] = 0.3E1[X?] + 0.7E2[X?]
= 0.3(6.25) + 0.7(7.65476) = 7.23333.

De esta manera, la varianza de la cantidad reclamada es

V[X] = 7.23333 — (2.275)% = 2.05771.

f) Para obtener el cuantil (pg, se usara la tercera parte de la funcion de
distribucion (véase Fx(z)), esto se debe a que F'x(2.5) = 0.8. Entonces,

Fx(Co.9) = 0.9.

De este modo,
0.05((o.0 + 13.5) = 0.9.

De esta tltima igualdad, se obtiene (g9 = 4.5.

Ejercicios del capitulo 2

1.- El departamento de finanzas de una empresa motiva a sus trabajadores
a invertir su dinero en algunos instrumentos de inversién. Se sabe que
el 45% de los empleados tienen dinero invertido en el instrumento A y
el 60% en el instrumento B, también se sabe que el 10% de los traba-
jadores no tienen dinero invertido en algtn instrumento. Se selecciona
aleatoriamente a un empleado de esta empresa, encontrar la funcion de
densidad para el nimero de instrumentos de inversiéon del empleado.

2.- En una caja hay 5 articulos, de los cuales 3 son de buena calidad.
Una persona saca articulos al azar de la caja, uno por uno hasta tener
fuera los 3 articulos buenos. Encontrar la funciéon de densidad para el
nimero de articulos sacados hasta lograr el tercer articulo bueno.

3.- En una caja donde hay 11 articulos, 6 son defectuosos. Se seleccionan
al azar 7 articulos de la caja. Encontrar la funciéon de densidad para el
nimero de articulos buenos en la muestra.

4.- Seis pelotas numeradas del 1 al 6 se encuentran en una urna. Se sacan
al azar dos pelotas de la urna. Encontrar la funcién de densidad para las
siguientes variables aleatorias:

a) El mayor de los dos nimeros seleccionados.
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b) La suma de los dos ntimeros seleccionados.

5.- Un trabajador logra realizar su trabajo exitosamente en un dia dado, con
probabilidad del 40 %. El trabajo realizado por el trabajador en un dia
es independiente del trabajo realizado en cualquier otro dia. Encontrar
la funcién de densidad para el nimero de dias entre 2 dias exitosos.

6.- Encontrar la funcién de distribucién para valores del recorrido de la va-
riable aleatoria del ejercicio 5.

7.- Un juego consiste en lanzar 2 dados simultdneamente, si resultan ambos
dados impares, entonces, se gana. Una persona juega 20 veces. Calcular
la funcién de densidad para el ntimero de veces que la persona gana.

8.- Sacar la media y la varianza del ejercicio 3.

9.- Un juego consiste en sacar 5 cartas de una baraja ordinaria de 52 cartas.
Si un jugador obtiene exactamente un par, entonces, gana 5, si obtiene
dos pares (distintos) gana 10 y si saca una tercia (no par) gana 30, y en
cualquier otro caso paga 15. Encontrar la ganancia esperada del jugador.

10.- Demostrar el teorema 2.5.

11.- Para la variable aleatoria del ejercicio 3 verificar que se cumple la des-
igualdad de Chebyshev para k = 2.

12.- Verificar si las siguientes funciones son de densidad,

a) fx(z )—56_5’”1( )( z).

) fx(z) =

) fx(z) = xQI(Ooo)( ), donde a>0.

) fx( )26 (= 4)1(4,00)($)~

) fx(z) = x,e 1{0,1,2 }( ).

) fx(x) =2l (7) + (2 — 2) 11 9)(2).

) fx(x) = (3)" 02,3 (x).

) fx(x) =2l (x)+2—2) I 3)(2)+(2—4) I35 (2)+(6—2) )5 6) (7).
) fx(z) #1{1,2,3,.“}(95)

13.- Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad dada por fx(x) =
51(1,00) (). Encontrar c.

14.- Supongamos que fi(x) y fo(x) son funciones de densidad continuas
(discretas), definimos la funcion fx(z) = A1 f1(z) + Aafa(z), donde A; y
A2 son constantes. Para los siguientes casos, justificando bien la respuesta,
ifx(x) es funcion de densidad?
a) SiA+ X =1
b) Si AM+X=1y X\ >0,1=1,2.
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15.- Encontrar la constante ¢ para que fx(z) sea funcion de densidad, donde
fx(z)= chI(,C’C) (z).

16.- Encontrar media, mediana y moda del ejercicio 15.
17.- Demostrar los incisos I y I1 del teorema 2.3.

18.- Una persona lanza 4 pelotas en siete cajas, se sabe que cada pelota
tiene la misma probabilidad de caer en cualquiera de las 7 cajas. Sea X
el niimero de pelotas que caen en la dltima caja. Encontrar

a) Para valores del recorrido de X, la funciéon de distribucion.
b) La funcion de densidad de X.

¢) La media y la varianza de X.

d) El 0.4-ésimo cuantil.

e) La moda.

19.- Considerando la variable aleatoria definida como ntmero de soles, en el
ejemplo 2.4, calcular la funcién generadora de probabilidades, y a partir
de esta, encontrar la media y la varianza.

20.- Un dado es lanzado varias veces hasta que aparece un ntmero menor
que 3. Sea X el ntimero de lanzamientos requeridos. Para X, encontrar

a) La funcion de densidad.
b) La funcion generadora de momentos.
) La funcién generadora de probabilidades.
d) La media y la varianza.
e
)

Cc

La moda.

21.- Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx(z) =
12—z g, (x). Encontrar

a) c.

b) La funcion de distribucion de X.
¢) La mediana.

d)

La moda.

22.- Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx(z) =
sl1— 152 1 (z)
2 2 (a—2,a+2) L)
a) Demostrar que fx(z) es funcion de densidad.
b) Encontrar la funcion de distribucion de X.
c¢) Encontrar la media.
d) Encontrar la mediana.
e) Encontrar el 0.8-ésimo cuantil.

23.- Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx(z) =
e[l = (z = a)*[(a-1,041)(2)-
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a) Encontrar c.
b) Encontrar la media.
¢) Encontrar la mediana.

24.- Sea fx(z) = c[M,1) (%) + Ipng(x) + (1 — A)[(23)(7)], donde A es una

constante.

a) Si A = 0.5, encontrar
1) La constante ¢ para que fx(z) sea funcion de densidad.
11) La funcion de distribucion.
111) La mediana.
b) Para cualquier valor de A que satisface 0 < A < 1, encontrar
1) La constante ¢ para que fx(z) sea funcién de densidad.
11) La funcion de distribucion.
111) La mediana.

25.- Una persona lanza una moneda hacia una raya (juego de la rayuela).
Si la moneda cae a lo méas 50 mm de la raya (distancia perpendicular a
la raya), la persona gana. Sea X la distancia perpendicular en mm de la
raya al punto donde cay6 la moneda. La funcién de densidad de X esta
dada por fx () = 225510, 120) (2).

a) Si la persona lanza 3 monedas, calcular la probabilidad de que al
menos gane una vez.

b) Si la persona lanza 8 monedas, calcular la probabilidad de que no
gane ninguna de las veces.

26.- Sea X una variable aleatoria con media . Demostrar que E[(X — ¢)?],
tiene su valor minimo en ¢ = pu.

27.- Sea X una variable aleatoria con primer y segundo momentos respec-
tivamente, E[X] = 5 y E[X?] = 34. Determinar el limite inferior de la
siguiente probabilidad P[—4 < X < 14].

28.- Sea X una variable aleatoria con media p y que cumple P[X < 0] =0,
demostrar que P[X > 2u] < % Sugerencia: aplicar el teorema 2.7.

29.- Una urna contiene pelotas numeradas del 1 al 4. Primero se saca una
pelota de la urna, y después se lanza una moneda el niimero de veces ob-
servado en la pelota seleccionada. Encontrar el valor esperado del niimero
de aguilas obtenidas.

30.- Sea X una variable aleatoria tal que tiene una distribuciéon dada por
P[X=0=1—py P[X =1] =p, donde 0 < p < 1. jPara qué valor de

p, la varianza de X es maxima?

31.- Sea fx(x) = (czx + %)I(—ZQ) () donde ¢ es una constante. Encontrar
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a) El rango de valores de ¢ para los cuales fx(z) es una funcién de
densidad.

b) E[X].

¢) La funcion de distribucion.

d) La moda.

32.- Sea X una variable aleatoria con media u, desviacion estandar o, y
funcion generadora de momentos mx(t),—h < t < h. Sea Z = X;“.

Al procedimiento de restar la media a una variable aleatoria y luego
dividir entre su desviaciéon estandar, se le conoce como procedimiento de
estandarizacion. Demostrar

a) E[Z] =0.

b) V[Z] = 1.

c) myz(t) = e‘gtmx(g), —ho <t < ho.

33.- Sea X una variable aleatoria tal que P[X = ¢] = 1. A este tipo de
distribucién se le llama distribucion degenerada en c. Para una variable
aleatoria degenerada en c. Encontrar

a) La funcion de densidad.
b) La funcion de distribucion.
¢) E[X]y V[X].
d) La funcion generadora de momentos.
34.- Sea X una variable aleatoria continua con funciones de densidad y de
distribucion fx(z) y Fx(x), respectivamente y con el siguiente recorrido
0 < 2 < ¢ < oo. Demostrar que E[X] = [][1 )|dx.

35.- Sea fx(x) = 3711 23, 1(z) una funcion de densidad. Encontrar c.

36.- En una caja hay 12 pelotas numeradas del 1 al 12. Se seleccionan al azar
dos pelotas, una tras otra con reemplazo. Sea X el nimero mas grande
de las pelotas seleccionadas. Obtener la funcién de densidad de X.

37.- Considerando el ejercicio 36, supongamos que ahora las dos pelotas son
seleccionadas sin reemplazo. Calcular la funcién de densidad para X.

38.- En una caja hay r bolas numeradas del 1 al r. Se sacan al azar n bolas
sin reemplazo. Sea X el niimero mas grande de la muestra. Calcular
P[X < z], para = un valor del recorrido.

39.- Sea X una variable aleatoria discreta con valores enteros no negativos, y
con funcion generadora de probabilidades Mx (t) = ec(tQ_l), donde ¢ > 0.
Encontrar la funcién de densidad de X. Sugerencia: Desarrollar e en
serie de Maclaurin y multiplicar cada sumando de la serie por e €.

40.- Considerando el ejemplo 2.39, calcular la varianza de X por medio de
la funcién generadora de momentos.
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41.- Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada por fx(z) =
cxlyi o3, ny(x), donde n es un nimero entero positivo. Encontrar

a) c.
b) La media de X.
¢) La moda.

42.- El tiempo que tarda un asesor de un banco en realizar el tramite de
un crédito es una variable aleatoria X con funcion de densidad fx(x) =
ce”“Ijg o0) (), tal que cumple P[X < ¢] = P[X > ¢]. Calcular

a) La constante c.

b) El tiempo promedio para hacer el tramite.
¢) La mediana de la variable X.

d) La moda de X.

. . . _ 2
43.- Sea X una variable aleatoria con densidad fx(x) = kx I[O,V?)Tk] (x).
Supongamos que el 0.75-ésimo cuantil es igual a v/6. Encontrar

a) k.
b) La moda.

44.- El tiempo en meses para el mantenimiento de una maquina es una
variablea aleatoria X con funcion de densidad fx(z) = e~ I}y o0\ ().
Encontrar

a) c.
b) La funcion de distribucion.
c) P[0.5<eX <7

45.- Un tridngulo rectangulo es construido con dimensiones de sus catetos
de X y 2X, donde X es una variable aleatoria con funcién de densidad
dada por fx(v) = §I2)(7), ;cudl es el drea esperada del tridngulo?

46.- Sea X una variable aleatoria con funciéon generadora de momentos
mx(t) = (1—Bt)~%, t < 1/B. Para n entero no negativo, calcular F[X"].

47.- Dos bolas son lanzadas de tal manera que cada bola tiene igual posibi-
lidad de caer en cualquiera de 4 hoyos existentes. Ambas bolas pueden
caer en el mismo hoyo. Sea X el nimero de hoyos desocupados al final
del experimento. Encontrar la funcién generadora de momentos de la
variable X.

48.- Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad fx(z) =
ékxl[o’k] (x), si la moda es x = 4, encontrar la mediana.

49.- Las ventas semanales de una empresa es una variable aleatoria X con
funcion de densidad fx(x) = %1:26_“1(0700) (x). Calcular la moda de X.
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50.- La probabilidad de que una acciéon suba en un periodo dado es de %
Consideremos la siguiente variable aleatoria X, nimero de periodos hasta

observar por primera vez que la accién sube.

a) Demostrar que fx(z) = 2%3[{1,2,37_._}(:13).
b) Calcular P[X es par].

c¢) Calcular P[X > 5].

d) Calcular P[X es divisible por 3].

51.- Considerando la funcién de densidad del ejercicio 50, encontrar

a) La funcion generadora de probabilidades.

b) La media.

¢) La varianza.

d) La funcion de distribucion para valores del recorrido.

52.- Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx(z) =
Azl (w) + L g(x) + (3 — ) l93(x)}

a) Calcular c.
b) Determinar la funcion de distribucion y graficarla.
¢) Encontrar la mediana.
d) Si Xy, X9, X3 son tres observaciones independientes de X, calcular
la probabilidad de que

1) Exactamente una de estas tres sea mayor que 1.5.

2) Al menos una de las tres sea menor que 1.5.

53.- La tasa de interés en una inversion, varia entre periodo y periodo. Sea
X, el nimero de periodos hasta observar por primera vez un periodo
con tasa menor al 10%. La funcién de densidad de la variable X es
fx(x)=c(1- p)I*1[{172,m7}(a:), 0 < p < 1. Determinar

a) c.
b) La moda de la distribucion.
¢) La funcion de distribucion para valores del recorrido.

54.- Sea X una variable aleatoria con funciéon de distribucién dada por
Fx(z) = (1 — e ) o) (x). Si el 0.75-6simo cuantil es 3. Encontrar

a) La constante c.
b) La moda.
¢) La mediana.

55.- La poliza de un seguro de automévi, en caso de accidente, pagara una
pérdida sujeta a un deducible c¢. La pérdida por un siniestro tiene fun-
cion de densidad dada por fx(z) = ﬁe‘ﬁxf(o,oo) (x). Se sabe que la
probabilidad de que la compania pague menos de 150 es igual a 0.70.
Calcular el valor del deducible c.
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56.- Una tienda que vende determinado dispositivo electrénico ofrece la si-
guiente garantia al comprador: si el dispositivo falla dentro de los pri-
meros 24 meses a partir de la compra, la tienda regresa al comprador el
100 % del costo. Si falla después del mes 24 y antes del mes 30, la tienda
regresara el 70 % del costo total, en caso de que se descomponga a partir
del mes 30 pero antes del 36, la tienda regresara el 50 % del total. En otro
caso, no hay garantia. Se sabe que la vida 1til en meses del dispositivo
tiene una funcion de densidad dada por fx(x) = %6_%90](0700) (x). Si
una empresa le compra 250 dispositivos y el costo unitario es de 100,
calcular el valor esperado de lo que la tienda reembolsara por garantia
de esta compra.

57.- Una poliza colectiva de seguros cubre los gastos médicos mayores a los
empleados de una compaiiia, suponiendo que existe una suma asegurada
limitada, la proporciéon pagada por la aseguradora a la compania en un
aflo es una variable con funcién de densidad fx(x) = cz(1 — x)Ijg 1)(z).
Encontrar

a) c.

) La moda.

c¢) La funcion de distribucion.

) La probabilidad de que la aseguradora le pague a la compania en
un afno una proporcién mayor al 69 %, dado que se sabe que la
proporcion ya excedio el 50 %.

e) La mediana.

58.- Sea X una variable aleatoria con funcién generadora de momentos
mx (t). Demostrar que se cumplen las igualdades: %ln[mx(t)] =
t=0
2
BIX]: Sinfmx (0] = VIX]
t=0
59.- Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad fx(z) la

cual es simétrica con respecto a ¢, demostrar que se cumplen los siguientes
incisos:

a) La media es c.
b) La mediana es c.
¢) E[(X — u)*] = 0 para todo k entero impar.

60.- Calcular la media y mediana de la funcién de densidad dada en el ejer-
cicio H7.

61.- Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx(z) =
c(2 = |z[)I(~12)(z). Encontrar

a) La constante c.
b) La media.
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¢) Funcion de distribucion.
d) La mediana.
e) La moda.

62.- Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion dada por

0 si z <0,
x/10 si 0<z<2,
Fx(x) =< z/4 si 2<x<3,
3/4+x/24 si 3<z <6,
1 si T > 6.
Calcular

a) P[X =2].

b) P[X =2.5].

c) P2<X <3

d) P2< X <3

63.- Encontrar la funcién de densidad truncada a la izquierda de 0, del ejer-
cicio 61.

64.- Considerando la funcién de densidad del ejemplo 50, obtener la funcion
de densidad truncada en el conjunto {1,2,3}.

65.- Calcular la varianza del ejemplo 2.32.
66.- Demostrar el teorema 2.11.

67.- En una compaiifa aseguradora, se sabe que el reclamo individual de las
mujeres por un seguro de auto es una variable aleatoria con un promedio
de 45,600 y una varianza de 98,800. Ademas, el reclamo individual de
los hombres es otra variable aleatoria, con un promedio de 47,000 y una
varianza de 122,100. Se sabe que el 67 % de los conductores son hombres
y el resto son mujeres. Calcular

a) El reclamo promedio de todos los asegurados.
b) La desviacion estandar del reclamo de todos los asegurados.

68.- Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx(z) =
c|3 — x|l 7(z). Encontrar

a) La constante c.

b) La media.

¢) La moda.

d) La funcion de distribucion.
)

e) La mediana.
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69.- Sea X una variable aleatoria con recorrido el intervalo (0, 2¢), donde la
grafica de la funcién de densidad se da a continuacion:

M)

o

Figura 2.15. Funcion de densidad del ejercicio 69

a) Encontrar el valor de c.

b) Encontrar la funcion de densidad.
¢) Calcular P[1/3 < X < 1].

d) Calcular la media.
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Introducciéon

En este capitulo se estudiaran los modelos discretos més importantes y co-
nocidos en la literatura de probabilidad y estadistica. Estos cobran mucha
importancia por las aplicaciones que tienen en la vida real.

Para cada modelo discreto, se explicard en qué consiste el experimento,
se presentara la definicién de la distribucion, y se darén las propiedades mas
importantes, como la media, la varianza, la funcién generadora de momen-
tos, entre otras. Después se consideraran algunos ejemplos que ayudarin a
entender mejor como se puede aplicar cada modelo.

3.1. Distribucion uniforme discreta

En esta seccién se presentara la definicion de la distribucién uniforme dis-
creta, sus principales propiedades y algunos ejemplos. Ademaés, se explicara
la importancia que tiene esta distribucién en simulaciéon estocéstica.

Definiciéon 3.1. Una variable aleatoria discreta X tiene distribucién uni-
forme discreta sobre el conjunto {aj,as,...,an} si su funcion de densidad
esta dada por

1
fX(x) = Nl{al,ug,...,a]v}(m)>
donde N es un ntmero entero positivo.

El recorrido de esta variable es aq, a9, ...,an.

Observacion. La probabilidad se reparte en forma equitativa en cada valor
del recorrido.

Notacion. X ~ UD{a1,as,...,ay} significa que X es una variable aleatoria
con distribuciéon uniforme discreta sobre el conjunto {a1,aq,...,an}.

La grafica de la funcion de densidad de una distribucién uniforme discreta
tiene la siguiente forma:
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

x

Figura 3.1. Funcion de densidad. Uniforme discreta

Se puede verificar que fx(x) es funcion de densidad.
Obsérvese

1

N >0 e I a,,. ay}(x) >0, donde N € N.

Por lo tanto,
1
fX(‘/L‘) = Nl{al,ag,“.,aN}(m) > 0.

Por otro lado,
1
1
=—N=1.
N

Por lo tanto, fx(x) es funcion de densidad.
A continuacion, estudiaremos algunas propiedades que tiene la distribu-

cion UD{1,2,...,N}.
Teorema 3.1. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme dis-

creta sobre el conjunto {1,2,..., N}, entonces,
N +1
BIX] = =,
2
N%Z -1
VIX] =
x)= 2

et(1 — etN
() = =g L0090 + T2

Demostracion. Obsérvese
mx(t) = E[e'¥]

N

=3 e
N

r=1

1
= Net[l tet e 4o 4tV

tl_ tN

cd=¢") G140



3.1. Distribucién uniforme discreta

En principio, la suma anterior existe para todo valor de t diferente a
cero. Es posible definir la funcién generadora de momentos en t igual a cero,
obteniendo el limite de la anterior funcién cuando ¢ tiende a cero.

et(l—etNy et — (N +1)etV+D)
hm ———— = =1lim
t=0 N(1—et) =0 —Net
1= (N+1)
N —N

=1.

De esta manera, queda definida la funcién generadora de momentos para
todo valor de t, esto es

et(1 — etV
mx(t) = MI(W,O)u(O,m) (t) + Loy (1)

Procederemos a obtener el valor esperado y la varianza de X. En esta
ocasion es maéas facil la realizacién de estos calculos usando la funcién de
densidad.

1
N

[
+
2

E[X] =

TTMz

7

Observése que se aplicd la suma de los primeros N numeros naturales
(véase suma C.3 del apéndice C).

ZZ\H Z\H

Aqui se aplicd la suma de los cuadrados de los primeros N niimeros
naturales (véase suma C.4 del apéndice C).
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

Por lo tanto,
VIX] = B[X?] - E*[X]
_(W+DEN+1) <N+ 1)2

6 2
2N +1 N+1
=(N+1 —
( +>[ . ; }
N2 1
— . ]
12

Observacion. La distribucién uniforme discreta no tiene moda, ya que las
probabilidades son iguales para cada uno de los valores del recorrido.

Las aplicaciones de la distribucién uniforme discreta seran en aquellos
fendmenos donde cada valor del recorrido de la variable aleatoria considera-
da tiene la misma probabilidad de ocurrir. Por ejemplo, el niimero logrado
en una rifa, el resultado observado al lanzar un dado, etc. Véase siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.1. Se lanza un dado bien balanceado y se define la siguiente
variable aleatoria X = nimero que resulta en el lanzamiento. Indicar la

funcién de densidad, valor esperado, varianza y la desviaciéon estandar de la
variable X.

En este caso, el recorrido es x = 1,2, 3,4, 5,6.

La funcién de densidad es fx(x) = %I{172,374,576} ().

El valor esperado de X es E[X] = £ = 3.5.

La varianza se calcula como V[X] = % = 2.917 y, por lo tanto, la
desviacion estandar es o = 1.70783.

3.2. Distribuciéon Bernoulli

Se tratara la distribucién Bernoulli, su definicién y sus principales propieda-
des. Se daran algunos ejemplos de esta distribucion.

Definicién 3.2. Un experimento Bernoulli consiste en realizar una prueba
o ensayo, la cual tiene dos opciones: «éxito» o «fracaso». La probabilidad
de «éxito» es p y la de «fracaso» es ¢ = 1 — p. El objetivo de realizar la
prueba es observar si resulta «éxito» o no. La variable aleatoria se define
como numero de «éxitos» en la prueba.

En general, el recorrido de la variable aleatoria es x = 0, 1.

Definicién 3.3. Una variable aleatoria discreta X tiene distribucion Ber-
noulli con pardmetro p, si su funciéon de densidad estd dada por

fx(@) =p"(1=p)""Ip1y(z), donde 0<p<l.
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3.2. Distribucién Bernoulli

Notacion. X ~ Bernoulli(p) significa que la variable aleatoria X se distri-
buye Bernoulli con parametro p.
Se demostrara que fx(z) es funcion de densidad,

p*>0; (1-p)'">0 e Igyy(z) >0,
Entonces,
fx(z) =p"(1 = p)' Lo 1y(2) 0.
Por otro lado,
O+ fx()=1-p+p=1.
Por lo tanto, fx(x) es funcion de densidad.

Teorema 3.2. Sea X una variable aleatoria con distribucion Bernoulli con
parametro p, entonces,
E[X] =p,

V[X]=p(1-p),
mx(t) =1—p+ep.
Demostracion. Se calcularé la funcién generadora de momentos

mx(t) = E[etX]

1
_ Z etxpx(l o p>lf:r:
=0

=1—p+ep.
El primer y segundo momentos, respectivamente,
B(X] = S mx (1)
=—m
at ),
=pe'l  =p,
t=0
d? ¢
—mx(t) = pe =p.
dt? t=0 t=0
Por lo tanto,
VIX]=p—p*=p(l—p). 0

El valor esperado y la varianza también se pueden calcular con mucha
facilidad por medio de la funcién de densidad.

Obsérvese que si p < 0.5, la moda es x = 0, si p > 0.5, entonces, la moda
es x = 1. En el caso de p = 0.5, no hay moda.

Las aplicaciones de la distribucién Bernoulli serédn en fenémenos donde
solo se quiere observar la ocurrencia de un suceso o no, y la probabilidad
de que ocurra el suceso es p. Algunos ejemplos son el lanzamiento de una
moneda para observar aguila o no, la seleccién de una carta de una baraja
para observar si sale as o no, etc. Véase siguiente ejemplo.
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

Ejemplo 3.2. Se lanza una moneda y definimos la siguiente variable alea-
toria, X = Numero de soles. Indicar la funciéon de densidad, la media y la
varianza de la variable X.

La funcién de densidad es

fx(x) = (0.5)"(1 = 0.5)""Ijo 13 (x) = 0.5119 1.
La media y la varianza se dan a continuacion, E[X] = 0.5y V[X] = 0.25.

Ejemplo 3.3. Se lanzan dos dados y definimos la siguiente variable aleato-
ria, X = Numero de veces que ocurrieron ambos dados diferentes. Indicar la
funcién de densidad, el valor esperado y la varianza de la variable aleatoria.

La funcién de densidad es

r@=(2) () o

La media y la varianza de X son, respectivamente, E[X| = gy V[X] =

(3) (5) = %
3.3. Distribucién binomial

En esta parte se van a generalizar las definiciones de experimento y dis-
tribuciéon Bernoulli, obteniendo de estas, el experimento y la distribucién
binomial. También, se tratarédn sus principales propiedades y algunos ejem-
plos que nos ayudaran a entender la importancia que tiene este modelo en
diversas aplicaciones.

Definicion 3.4. Un experimento binomial consiste en realizar n pruebas o
ensayos idénticos e independientes. Cada prueba tiene dos opciones: «éxito»
o «fracaso». La probabilidad de «éxito» en cada prueba es p y la de «fracaso»
es ¢ = 1 — p. El objetivo de realizar las n pruebas es observar el niimero de
«éxitosy. La variable aleatoria se define como ntimero de «éxitos» en las n
pruebas.

Obsérvese que el recorrido de la variable aleatoria binomial en general es
r=0,1,2,...,n.

Una aclaracién, la realizacion de n pruebas o ensayos idénticos e inde-
pendientes equivale a la obtencién de una muestra aleatoria de tamano n
(véase definicion 6.1).

Definicion 3.5. Una variable aleatoria discreta X tiene distribucion bino-
mial con parametros n y p, si su funcién de densidad esta dada por

n —x
fx(x) = < )px(l —p)" "L1,,..n3(x), donde 0<p<l.

T
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3.3. Distribucién binomial

Notacion. X ~ B(n,p) significa que la variable aleatoria X se distribuye
binomial con pardmetros n y p.

La grafica de una distribucion binomial puede tener 3 formas diferentes,
esto depende del valor de p.

Obsérvese que la grafica es simétrica para p = 0.5.

fix}

Figura 3.2. Funcion de densidad. Binomial, p = 0.5

Para p < 0.5, la gréfica es sesgada a la derecha.

i)

Figura 3.3. Funcion de densidad. Binomial, p < 0.5

Y para p > 0.5, la grafica es sesgada a la izquierda.

fix)

Figura 3.4. Funcion de densidad. Binomaial, p > 0.5

Otras formas no se van a presentar. Estas graficas ayudaran, entre otras
cosas, a encontrar de una manera mas facil, algin cuantil especifico, la me-
diana o la moda.
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

La funcion fx(x) cumple con las propiedades de una funcion de densidad
discreta, esto es,

(z) > 0; p:v > 0; (1 _p)nfzp >0 e 1{0’1727“.’,1} ((17) > 0.

Por lo tanto,

) = () 0= D Ty ) 2 0,

Por otro lado, aplicando el teorema del binomio (véase suma C.7 del
apéndice C)

> ixt =3 (-

r=
=p+1-p" =1

Por lo tanto, fx(x) es funcion de densidad.

Se puede observar que la funcion fx(z) representa la probabilidad de
que el namero de «éxitos» en las n pruebas sea igual a x, esto es, fx(z) =
P[ntimero de éxitos sea igual a x].

Obsérvese que si de n pruebas, x son «éxitos», entonces, el resto, n—zx, son
«fracasos». Ahora, la probabilidad de que en x pruebas especificas resulten
«éxitos» y en el resto «fracasosy, es igual a p*(1 — p)" 7.

Por otro lado, el namero de maneras de seleccionar x pruebas del total
de n, para que en estas ocurran «éxitosy, es igual a(Z).

Por lo tanto, la probabilidad de tener x «éxitos» en n pruebas es igual a

fx(z) = < )p””(l -p)" "

Teorema 3.3. Si X es una variable aleatoria con distribucion binomial con
parametros n y p, entonces,

n
T

E[X] = np,
VIX] =np(1 - p),
mx(t) = (1 —p+pe')".
Demostracion. La funcién generadora de momentos es

mx(t) = Ele"¥]

=0

=5 (%) oera-pr
=0

= (pe' +1—p)"
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3.3. Distribucién binomial

Obsérvese que se aplico el teorema del binomio (véase apéndice C).
La media es

= n(pet +1- p)”_lpet
t=0 t=0

=np.

El segundo momento es

d2
dat?

=n(pe' +1—p)" pe

t=0

m)((t)

+peln(n —1)(pe' +1 — p)”_gpet

t=0
=np+np(n — 1)p.
Por lo tanto, la varianza
V[X] =np +np(n — 1)p - n’p”
= np(1 - p). O

Teorema 3.4. La moda de una distribucion binomial con pardmetros n y p,
es un numero entero M, que satisface la siguiente desigualdad

np—q<M<np+p.

Demostracion. Supongamos que x es un valor especifico del recorrido, se
puede observar

n €T n—ax
<x>P (1=p)"""Lo1.2,..n)(T)

)pﬂ(l ) TR

n!

B z!(n — z)! D
N n! (1 —p)
(x =Dl (n—(z—1)!

fx(@)
Ixw-1 [ n
3 (:z— 1

_(n—2xz+1)p
=
_zq  (n-z+lp-zq
_mq Tq
:1+(n+1)p—xp—w(1—p)
rq

ot p-a

xq
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

De esta tltima igualdad, podemos afirmar

fx(x—1) < fx(x), para z < (n+ 1)p,
fx(x—1) > fx(x), para z > (n+ 1)p,
fx(z—1)= fx(z), parax = (n+ 1)p, si (n+ 1)p es entero.

Sea M la moda. Si M > (n+1)p, entonces, fx (M —1) > fx (M), lo cual
no puede ser, por lo tanto, M < (n+ 1)p.

Ahora, si M + 1 < (n+ 1)p, entonces, fx(M) < fx(M + 1), y tampoco
puede ser, por lo tanto, M +1 > (n+1)p, estoes, M > (n+1)p—1=np—gq.

En conclusiéon, np —q < M < np + p. ]

Es importante aclarar que puede existir més de una moda, en este caso,
las modas deberan cumplir la anterior desigualdad.

Observacion. En la anterior demostracion se llegé a la igualdad

fx (@)

_q, (ntlp—z
P =y

Dicho de otra manera,

(n—z+1)p
fx(z) = fx(xz —1) [ .
rq
La igualdad anterior es una férmula recursiva para calcular probabilida-
des de una distribucién binomial, la cual es util para calcular probabilidades
de esta distribucion facilmente.

Ejemplo 3.4. Para una determinada accién financiera, se sabe que en
un periodo, la accién sube con una probabilidad del 65% y baja con una
probabilidad del 35%. Se supone independencia entre los periodos. Para
los siguientes 25 periodos, considerar la variable aleatoria X = ntmero de
periodos a la baja, calcular

a) La probabilidad de X = 10.

b) La probabilidad de X sea mayor 2.

c¢) El promedio y desviacion estéandar.

d) El 0.1-ésimo cuantil.

e) La moda.

Obsérvese

X = Numero de periodos a la baja de los siguientes 25 periodos.
=0,1,...,25

X ~ B(25,0.35).

a) La primera probabilidad es

25

P[X =10] = (10

)(0.35)10(0.65)15 = 0.14085.
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3.4. Distribucion hipergeométrica

b) La siguiente probabilidad es
P[X >2]=1-P[X <2
25 25
=1- (o ) (0.35)9(0.65)% — ( ) >(0.35)1(0.65)24

2
— ( 25> (0.35)%(0.65)%3 = 0.99787.

¢) La media, la varianza y la desviacion estandar respectivamente son
E[X] = 25(0.35) = 8.75; V[X] = 8.75(0.65) = 5.6875 y 0 = 2.38485.

d) Se calcularan las probabilidades acumuladas para valores del recorrido,
hasta que la probabilidad acumulada llegue o pase por primera vez de 0.10.

fx(x) Fx(z)
0.000021 | 0.000021
0.000283 | 0.000304
0.001829 | 0.002133
0.007551 | 0.009684
0.0223637 | 0.032048
0.050576 | 0.082624
0.090778 | 0.173402

| U | W N~ R

Tabla 3.1. Probabilidades, ejemplo 3.4

Se observa que el 0.1-ésimo cuantil es 6.
e) Se sabe que la moda M cumple

np—q <M <np+p,

8.1< M <£9.1.

Por lo tanto, la moda es M = 9.

Los incisos a, b y d se pueden calcular por medio de R, considerando los
siguientes codigos:

a) dbinom(10,25,0.35), dando como resultado 0.1408523.

b) 1 — pbinom(2,25,0.35), siendo el resultado 0.9978667.

¢) gbinom(0.1,25,0.35), donde el cuantil es 6.

3.4. Distribucién hipergeomeétrica

En esta seccién se explicard primero en qué consiste un experimento hiper-
geométrico, después se dara la definicion de distribucién hipergeométrica.
También, se presentaran las propiedades méas importantes de esta distribu-
cion. Ademas, se consideraran algunos ejemplos practicos.
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

Definicién 3.6. Considérese una poblacién con N elementos, donde K de
ellos tienen una misma caracteristica, llamada «éxito», y el resto de los ele-
mentos N — K tienen la caracteristica opuesta a la anterior, llamada «fraca-
so». El experimento hipergeométrico consiste en sacar una muestra aleatoria
de tamafio n (n < N ) al mismo tiempo de esta poblacion, o uno tras otro
sin reemplazo, con el objetivo de observar el ntimero de «éxitos». La variable
aleatoria se define como el niimero de «éxitos» en la muestra seleccionada.

Observacion. En este caso, el recorrido de la variable depende del tamano
de la muestra n y del tamano de la subpoblacién de «éxitos» K. En otras
palabras, el recorrido no siempre empezaréd en cero y no siempre terminaré
en n, véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5. Supongamos una poblacion de 15 elementos, con una sub-
poblacién de «éxitos» de K elementos, y una muestra aleatoria de tamano
n = 5. Sea X = numero de «éxitosy en la muestra. Encontrar el recorrido

de X para
a) K=4.
b) K =11.

a) Considerando K = 4, el recorrido es z =0, 1,2, 3, 4.
b) Considerando K = 11, el recorrido es z = 1,2, 3,4, 5.

Con la idea de que la funcion indicadora que es usada en la funcién de
densidad siempre se considere sobre el conjunto {0,1,2,...,n}, a pesar de
que el recorrido no siempre sea este conjunto, se va a definir el siguiente
nimero combinatorio

N
<M>:0, siM > N,oM <0,0 N <QO.

Definicion 3.7. Una variable aleatoria discreta X tiene distribucion hiper-
geométrica con pardmetros N, K y n, si su funciéon de densidad estd dada

()25
o

donde N, K y n son ntimeros enteros no negativos, ademas N > Ky N > n.

fx(z) = I{O,l,Q,...,n} (z),

Notacion. X ~ H(N, K, n), significa que la variable aleatoria X se distri-
buye hipergeométrica con parametros: N, K y n.

La forma de la funcién de densidad hipergeométrica puede tomar tres
formas distintas, esto dependerd, como en la distribucién binomial, de la
proporcién de éxitos que existe en la poblacién.
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3.4. Distribucion hipergeométrica

Si la proporcion de éxitos y la de fracasos coinciden en la poblacion, en-
tonces, la grafica de la funcion de densidad sera simétrica (en la distribucion
binomial es cuando p =0.5), véase la siguiente gréfica

]

Figura 3.5. Funcion de densidad. Hipergeométrica, K/N = 0.5

Si la proporcién de éxitos es menor que la proporciéon de fracasos en la
poblacion, entonces, la grafica de la funciéon de densidad sera sesgada a la
derecha.

fix)

Figura 3.6. Funcién de densidad. Hipergeométrica, K/N < 0.5

Si la proporcion de éxitos es mayor que la proporcion de fracasos en la
poblacion, la grafica de la funcién de densidad serd segada a la izquierda,
esto es,

]

Figura 3.7. Funcién de densidad. Hipergeométrica, K/N > 0.5
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

Las diferentes formas de la funcién de densidad pueden ayudar al célculo
de cuantiles, mediana y moda de esta distribucion.

A continuacién, demostraremos que fx(x) es funcion de densidad.

Obsérvese

K N -K N
( > > 0; ( ) > 0; < ) >0e [y, ny(x) > 0.
xr n—=x mn

Por lo tanto,

Por otro lado,

;)fx<x)i<w><nx>

En la ultima suma, se aplico la ecuaciéon C.8 del apéndice C.

Por lo tanto, fx(z) es funcién de densidad.

La funcion de densidad fx () representa la probabilidad de que el nimero
de éxitos en la muestra aleatoria de tamafo n, sea igual a x.

Esto es, el nimero de maneras diferentes de tener x éxitos y n—z fracasos

K\ (N-K ) .
w) ( M ), ahora, el nimero de maneras diferentes de obtener una muestra

es (
de tamafio n es (]7\1[)
Por lo tanto, la probabilidad de lograr x éxitos en una muestra de tamano

n obtenida de una poblacién de tamano N, donde K son éxitos y N — K

son fracasos es
K\ /N -K
T n—x

N
n
Tanto en la distribucién binomial como en la distribucién hipergeométri-

ca, la variable aleatoria se define en términos generales, como el namero de
éxitos en una muestra aleatoria de tamafo n.

fx(x) =
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3.4. Distribucion hipergeométrica

La diferencia entre los dos modelos estriba en que, en la distribucion
hipergeométrica, la muestra se obtiene de una poblacion finita (de tamano
N) y, por lo mismo, la probabilidad de éxito en el primer elemento que se
selecciona es diferente a la probabilidad de éxito para el segundo elemento
que se obtiene y diferente para los elementos posteriores que se seleccionan
de la poblaciéon. Ademés, la probabilidad de éxito en el r-ésimo elemento
seleccionado depende de los resultados que se obtengan en los anteriores
elementos que se sacaron.

En la distribucién binomial, la probabilidad de éxito en cada prueba es la
misma, esto es p, ademaés, entre elemento y elemento que se selecciona, existe
independencia. Esto se debe a que en el experimento binomial, la muestra se
obtiene de una poblacién infinita, y no finita como en el caso del experimento
hipergeométrico.

Teorema 3.5. Si X es una variable aleatoria con distribucion hipergeomé-
trica con pardmetros N, K y n, entonces,

() (-8) (3

Demostracion. Se calcularé el valor esperado de X

n

E[X] = fox(:n)

=0

- ()00)
:Z$ N

- K<'n> <NK>
:mec_@;v 0
=0

n

= (x—l)fé(—x)‘(ljb:f>

S

a [@_1)!(}{[{_‘111!@_1))!] (Zf)
)]

@) [<n - 1>!<<J(VN— 1;)— (n— 1>>!}
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

nk & <x—1><]jl:t x—_11))>

En la anterior suma se hizo el cambio de variable y = x — 1. Obsérvese
que esta suma se realiza sobre los valores de una distribucién hipergeométrica
con parametros N — 1, K —1yn—1.

Por lo tanto,

E[X]=—. 0

El céalculo de la varianza se calcula a partir del segundo momento fac-
torial, este se puede calcular de una manera similar al primer momento. A
continuacién, se iniciaréd la demostracion.

ix@n@)(@)ﬁ
z=0
L (B0
Z::x(a;—l) N
"2( 2){& <)7'12NK>
_y G K nw )
()

Obsérvese que se tendra que ajustar a una suma de valores de una dis-
tribucion H(N — 2, K — 2,n — 2). Se le sugiere al estudiante terminar esta
comprobacién.

Observacion. En el teorema anterior, no se indica cual es la funcién ge-
neradora de momentos, esta funcién si existe, pero no es util para obtener
momentos. Por esta razon, la media y la varianza son obtenidas a partir del
primer y segundo momentos factoriales, los cuales se calculan a partir de la
funcién de densidad.

Se puede notar que las medias de las distribuciones binomial e hiper-
geométrica coinciden, siendo estas la multiplicaciéon de n por la proporciéon
de «éxitosy. Por otra parte, la varianza de la binomial es la multiplicaciéon

172



3.4. Distribuciéon hipergeométrica

de n por la proporcion de «éxitos» y por la proporcion de «fracasos». Ob-
sérvese que la varianza de la hipergeométrica, es la varianza de la binomial
N—n

multiplicada por el factor {—7.

El factor ]J\\f,:’f de la varianza de la distribucién hipergeométrica es cono-
cido como factor de poblacion finita.

Obsérvese, cuando el tamafio de la poblaciéon N es muy grande con res-
pecto al tamano de la muestra n, el factor de poblaciéon finita es aproxi-
madamente 1, entonces, las varianzas de ambas distribuciones seran muy
parecidas. Cuando lo anterior pasa, las probabilidades de un evento calcu-
ladas con ambas distribuciones también serdn muy parecidas. En resumen,
las distribuciones hipergeométrica y binomial serdn muy parecidas, cuan-
do N crece con respecto a n (la poblacién finita tiende a ser infinita) y la
proporcién de «éxitos» permanece constante, véase teorema 3.7.

Teorema 3.6. La moda de una distribucion hipergeométrica con pardmetros
N, K yn es un nimero entero M que cumple con la siquiente desiqualdad

(n+1)K+n—1—N<M< (n+1)K+n+1.
N +2 - T N +2

La demostracién de este teorema se deja como ejercicio para el estudiante.

Como en el caso de la distribucién binomial, también existe la posibilidad
de tener mas de una moda, si es el caso, cada una de ellas deberd de cumplir
la anterior desigualdad.

Observacion. Como se habia comentado, si la muestra se obtiene de una
poblacion finita, entonces, la distribucién correcta es la hipergeométrica, pero
si la muestra se obtiene de una poblaciéon infinita, entonces, la distribucién
es binomial. De este modo, si los elementos que se sacan de una poblacién
se obtienen uno por uno con reemplazo, entonces, la poblacién se considera
como infinita y el modelo correspondiente seré la distribuciéon binomial.

Ejemplo 3.6. En un grupo de doce profesionistas, se sabe que la fortaleza
de la cuarta parte del grupo son las finanzas. Se saca una muestra de tamano
dos. jCual es la probabilidad de que resulte un experto en finanzas?

a) Sin reemplazo.

b) Con reemplazo.

a) X = Nuamero de profesionistas expertos en finanzas en la muestra.
z=0,1,2.
X~H(N=12,K =3,n=2).

(3)()
AL 2 = 0.409009.

fx(1) = <12> = %6
2
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

b) X = Numero de profesionistas expertos en finanzas en la muestra.
x=0,1,2.

xon(2l).
= () (1) (2) o

Teorema 3.7. Si X es una variable aleatoria con distribucion hipergeomé-
trica con pardmetros N, K yn, entonces,

K N —-—K
()06
N <N>
K=p n

Demostracion.
K\ /N -K
T n—x

Loa,..ny(7) = < )pm(l -p)" Lo 1,..ny(2)

Ioa,..ny ()

= Jlim N Ioa,..ny ()
()
(Vp)! (Vg)!
~ m z!(Np—2)! (n —z)!/(Ng — (n — x))!
N—o0 N'
nl(N —n)!

~ a0k @ M;ov f);)!] [(Nq o x))!] [(Nzgln)!} |

Ahora obsérvese
(Np)t_ 1(2)---(Np—x)(Np— (z —1))---(Np—1)Np
(Np —z)! 1(2)---(Np—=z)
=(Np—(z—-1))---(Np—1)Np.

Es importante aclarar que el anterior resultado, tiene x factores.
Por otro lado,

(Ng)!
(Ng—(n—uz))!
_12)---(Ng—=(n—2))(Ng—(n—2—1))--- (Ng—1)Nq
1(2)--- (Ng—(n—x))
=(Ng—(n—-—z—-1))---(Ng—1)Ng.
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3.4. Distribuciéon hipergeométrica

Puede verse que este tltimo resultado tiene n — x factores.
También obsérvese
(N—n)! 1(2)--- (N —n)
N 1(2)-- - (N—=n)(N—(n—1)---N
1
(N=(n—-1))(N—-(n=2)--- N

De esta manera, el anterior limite es igual a

(n) (Np—(z—1))---(Np—1)Np(Ng— (n—x —1))--- Nq

fm (N—(n—1)(N—(n—2)---N

N—oo

xIo1,.. ny ()
Obsérvese que el namero de factores en el numerador es z +n — x = n,
siendo el mismo numero de factores que en el denominador.
Se va dividir, tanto en el numerador como en el denominador, por N".

<n> (p— 51 (p— a)plg = "%71) - (e — ~)a
2) 1 2 (- 30— 5 (- 40

=

lim
N—o0

xIfo 1, ny ()

T

n —x
= x>p q" 1{0,1,...7n}($)- O

El siguiente ejemplo ilustrara el teorema anterior.

Ejemplo 3.7. Considérese una poblacién de N elementos, donde K de ellos
son éxitos y el resto son fracasos. De esta poblacién se obtendra una muestra
aleatoria de tamafio 2. Calcular la probabilidad de un éxito en la muestra
para los siguientes casos

a) N=12y K = 3.

b) N =120y K = 30.

c¢) N =1,200 y K = 300.

d) N =12,000 y K =3,000.

e) Aproximar la probabilidad de un éxito por medio de la distribuciéon bi-

nomial.

En cada inciso, el recorrido es x = 0,1, 2.
a) Obsérvese X ~ H(N =12, K = 3,n = 2), por lo tanto,

fx(1) = G<>12<>?> = 0.40909.
2
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

b) En este ejemplo X ~ H(N = 120, K = 30,n = 2), de esta manera

<30> (90)
1 1
2
c¢) Para este caso, X ~ H(N = 1200, K = 300,n = 2), de este modo
300\ /900
Fe() = ~ PN agnsy
YT 00 '
2
d) Obsérvese que X ~ H(N = 12000, K = 3000, n = 2), entonces,
(3000) (9000)
1 1
19000 = 0.37503.
2
3000

e) Por medio de la binomial, X ~ B(n = 2,p = 15555 = 0.25), asi

fx(1) =

Ix(1) = G) (0.25)1(0.75)>71 = 0.375.

Se puede observar como la probabilidad de un éxito, por medio de la
distribucién hipergeométrica, se va pareciendo a la probabilidad de un éxito
por medio de la distribuciéon binomial, esto ocurre cuando N crece (y K
también crece proporcionalmente) y n se queda fija. Dicho de otra manera,
entre mas grande sea N con respecto a n, la aproximacién es mas exacta.

Las anteriores probabilidades pueden calcularse por medio de R, las ins-
trucciones son: dhyper(1,3,9,2); dhyper(1, 30,90, 2); dhyper (1,300,900, 2);
dhyper(1,3000,9000,2) y dbinom(1,2,0.25), respectivamente. Los resulta-
dos son: 0.409091; 0.378151; 0.375313; 0.375031 y 0.375, respectivamente.

Una pregunta de interés es ja partir de qué valor de N, la distribuciéon
binomial es una buena aproximacién para la distribuciéon hipergeométrica?
Esta pregunta no tiene una respuesta definitiva. En este sentido, algunos
autores, de acuerdo a su experiencia, sugieren «reglas» o recomendaciones.

Por ejemplo, Canavos [4], pagina 112, opina que si X ~ H(N,K,n) y se
cumple 1+ < 0.1, entonces, X~B (n, p= %), donde ~ significa se distribuye
aproximadamente.

En la recomendacién anterior, es importante mencionar que mientras mas
pequefio sea el cociente § mejor serd la aproximacion. También es impor-
tante recalcar que esta regla es mas que nada una sugerencia, en ocasiones
se pueden tener buenas aproximaciones y no se cumple la regla, o se pueden

observar aproximaciones no tan buenas, aunque la regla se cumple.
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3.5. Distribucién geométrica

3.5. Distribucién geométrica

En esta seccion se trataran las definiciones de experimento y distribucion
geométrica, asi como sus principales propiedades, entre las méas conocidas, la
propiedad de pérdida de memoria. También se presentaran algunos ejemplos
que ayudaran al estudiante a comprender la importancia de este modelo para
aplicarlo en diferentes areas de la vida practica.

Definicion 3.8. Un experimento geométrico consiste en realizar varias prue-
bas o ensayos idénticos e independientes. Cada prueba tiene dos opciones:
«éxito» o «fracaso». La probabilidad de «éxito» en cada prueba es p y de
que resulte «fracaso» es 1 — p = ¢q. Las pruebas se realizan hasta lograr por
primera vez un «éxito». La variable aleatoria se define como el ntimero de
«fracasos», antes de lograr por primera vez el primer «éxito».

Obsérvese que, en general, el recorrido de una variable aleatoria geomé-
tricaes x =0,1,2,...

Definicion 3.9. Una variable aleatoria discreta X tiene distribucion geomé-
trica con parametro p, si su funciéon de densidad estéd dada por

fx(x) =p(1 —p)" L1, 3(7), donde 0 <p<l1.

Notacion. X ~ Geométrica(p) significa que la variable aleatoria X se dis-
tribuye geométrica con parametro p.

La grafica de la funcion de densidad de la distribuciéon geométrica solo
tendra una sola forma, obsérvese en la siguiente grafica que decrece en forma
geométrica.

Irxp

* .
*ErEoEaeowew
PR T TRIRIE IR

X

Figura 3.8. Funcion de densidad. Geométrica

Se puede verificar que fx(x) es una funcion de densidad.
p>0; 1—p>0e I, 3(x) >0.
Entonces,

fx(z) =1 —-p)*plio12,.3(x) = 0.
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Por otro lado,

oo (0.)
> (-p)p=p> (1-p)"
=0 =0
1
= pf = ]_7
b

donde en la ultima suma se aplico el resultado C.6 del apéndice C.
Por lo tanto, fx(x) es funcion de densidad.

Teorema 3.8. Si X se distribuye geométrica con pardmetro p, entonces,

Elx] =1,

p

q

V[X] =<,

(XT= 7
mX(t)zl_Lget, si t<—In(q).

Demostracion. Se calculara la funcion generadora de momentos

mx(t) = Ele']

9]
_ Zetz(l _p)a:p
=0

=p) [1-p)
=0

_ [ 1

“PrC (1 —p)et

donde en la ultima suma se volvié aplicar el resultado C.6 del apéndice C.

], si (1-plef <1,

Por lo tanto,

p .
Ahora,
d ~
Zmx(t)| =p(=1)(1 - ge) ?(—qe")
t=0 t=0
=p(l—q) %
=qp*
_ B[X].
d2 2 3
amx ()] = pgl(1—ge") e’ + e (=2)(1 — ge) 7 (—qe)]
t=0 t=0

=pgl(1 —q) 2 +2¢(1— q)7?]
=palp ?+2qp ) =2¢°p 2+ qp
= E[X7?].

1
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3.5. Distribucién geométrica

De este modo,

=2 m

Observacion. Otra manera de obtener la media de una distribucién geomé-
trica, pero usando la funcién de densidad es

o0

E[X] = Za:fx(x)

=0
—p) Y w(l-

Por otro lado, se sabe que
oo
Z (1-a)"t, si |a <1.
=0

Derivando con respecto a a ambos lados de la anterior igualdad se tiene

Zza =(1—-a)2

Aplicando este ultimo resultado a la dltima suma del valor esperado
E[X], se tiene

Teorema 3.9. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica con
pardmetro p, la moda de X es M = 0.

Demostracion. Se calculara la derivada de la funcion de densidad

2 x(@) =p(1 —p)Fin(1 ~ )

Se puede observar que la derivada es negativa, lo que significa que la
funcion de densidad es decreciente. De esta manera podemos concluir que la
moda es M = 0. O

Teorema 3.10. Si X se distribuye geométrica con pardmetro p, entonces,
P[X > z] = ¢*, para todo x entero no negativo.
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Demostracion. Suponemos = entero no negativo,

P X >z]=1-P[X <z —1]
r—1 A
=0
z—1 4
=0

=q,

aplicando a la tltima suma el resultado C.5 del apéndice C. O

Observacion. Si X ~ Geométrica(p), entonces, la funcion de distribucion
es Fx(z) =1 — ¢**!, para todo valor de z, entero no negativo.

El siguiente resultado se conoce como la propiedad de pérdida de memoria,
y se cumple para una distribucién geométrica. Cabe mencionar que esta
propiedad también se cumple para una distribucién exponencial, la cual se
tratara en el siguiente capitulo.

Teorema 3.11. Propiedad pérdida de memoria. Sea X una variable
aleatoria con distribucion geométrica con pardmetro p, ademds sean a y b
niumeros enteros no negativos, entonces,

P[X >a+b|X >a] = P[X >1].

Demostracion.

P(X >a+b)N(X >a)
P[X > a]
P[X > a+
P[X > a]
qa+b

:qa:f=PWZH- O

PIX>a+bX >a]=

Ejemplo 3.8. Para un determinado seguro, se sabe que la probabilidad

de que un asegurado realice una reclamo igual o menor al deducible es de

%. Los reclamos entre los diferentes asegurados son independientes. Calcular

la probabilidad de observar por primera vez un reclamo igual o menor al

deducible.

a) En el quinto reclamo realizado.

b) Antes del décimo reclamo presentado.

c¢) Antes del décimo reclamo realizado, si se sabe que hasta el tercer reclamo
no ha resultado un reclamo igual o menor al deducible.
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3.5. Distribucion geométrica

Para cada uno de los incisos la variable aleatoria es

X = Numero de reclamos mayores al deducible, antes de observar por
primera vez un reclamo igual o menor al deducible.

z=0,1,2,...

X ~ Geométrica(p = 1).

a) La primera probabilidad se calcula de la siguiente manera:

1/5\*
PIX=4=_ <6> — 0.08038.

b) La siguiente probabilidad se calcula como

P[X <9]=1-P[X >9
5 9
—1- <6> — 0.80619.

¢) A continuacion, se calcula la tltima probabilidad

P[X <9|X >3]=1-P[X >9|X > 3]
=1- P[X > 6]

5 6
=1- (=] =0.6651.

Las anteriores probabilidades pueden ser calculadas por medio de R, a
continuacién, se presentarin estos calculos.

a) dgeom(4,1/6), dando como resultado 0.08037551.

b) pgeom(8,1/6), siendo la respuesta, 0.8061933.

c¢) Después de aplicar la propiedad de pérdida de memoria, se da la ins-
truccion pgeom(5,1/6), siendo el resultado 0.665102.

Existe otra version de la distribuciéon geométrica, la cual difiere de la
distribucién geométrica que se presentd previamente, por la manera como se
define la variable aleatoria.

En esta nueva version, la variable aleatoria se define como X = nimero
de pruebas hasta lograr el primer éxito.

Siendo el recorrido en general, x = 1,2, ...

La funcion de densidad en este caso es

fx(x)=(1- p)%lp—r{lg,g,...}(fﬂ)-
La funcién generadora de momentos es
pe'

mx (t) =
El valor esperado y la varianza son, respectivamente,

E[X] = ;;V[X] = ]%.
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

La moda es M = 1.
La propiedad de pérdida de memoria se expresa de la siguiente manera:

P[X >a+blX >a]=P[X >},

donde a y b son enteros no negativos.

Las demostraciones de cada una de estas propiedades, considerando la
nueva version de densidad geométrica, se quedan como ejercicios para el es-
tudiante, esto es, considerando la variable aleatoria como niimero de pruebas
o ensayos hasta lograr el primer éxito.

3.6. Distribuciéon binomial negativa

En esta parte, se presentaran las definiciones de experimento y distribucion
binomial negativa, se daran las propiedades mas relevantes de esta distri-
buciéon, ademas se consideraran algunos ejemplos. Cabe mencionar que esta
distribucién es una generalizacion de la distribucién geométrica.

Definicion 3.10. Un experimento binomial negativo consiste en realizar va-
rias pruebas idénticas e independientes. Cada prueba tiene dos posibilidades:
«éxito» o «fracaso». La probabilidad de «éxito» en cada prueba es p y la
de «fracaso» es 1 — p = ¢q. Las pruebas se realizan hasta lograr por r-ésima
vez un «éxitoy. La variable aleatoria se define como el nimero de «fracasos»
antes de lograr por r-ésima vez un «éxito».

Obsérvese que, en general, el recorrido de la variable aleatoria binomial
negativaes ¢ =0,1,2,...

Definicién 3.11. Una variable aleatoria discreta X tiene distribucion bi-
nomial negativa con parametros r y p, si su funciéon de densidad esta dada
por

r+z—1\ , .
fx(z) = < . >p q 1{0,1,2,...}(55)7

donde 0 < p < 1y r es un entero positivo.

Notacion. X ~ BN(r,p) significa que la variable aleatoria X tiene una
distribucién binomial negativa con parametros r y p.

Observacion. La distribuciéon geométrica es un caso particular de la dis-
tribucion binomial negativa, dicho de otra manera, si X ~ BN(r = 1,p),
entonces, X ~ Geométrica(p).

En este sentido, se podia presentar primero la distribucién binomial ne-
gativa y después la geométrica, con la idea de considerar varios resultados de
la binomial negativa para la distribucién geométrica, aunque la intencién de
presentar primero la distribuciéon geométrica es para que el lector se dé cuenta
de como las sumas geométricas estan involucradas con esta distribucion.
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3.6. Distribucién binomial negativa

La forma de la grafica de la funcién de densidad, para r > 1, siempre es
sesgada a la derecha.

=l
*

¥

Figura 3.9. Funcion de densidad. Binomial negativa

Para demostrar que fx(x) es una funciéon de densidad, se debe usar la
igualdad C.9 del apéndice C. Se deja como ejercicio para el estudiante
realizar esta demostracion.

Teorema 3.12. Si X es una variable aleatoria con distribucion binomial
negativa, con pardmetros r y p, entonces,

Blx) = 20
vin =122 1
mx(t) = (1 —pqet> , st t < —In(q).

Demostracion.

mx(t) = Ele"]
. tx r+a—1 r T
St (T2 iy
=0
_ roo r+x—1 t \x
=3 (")

=p"(1—e€lq)™", sielg<l.

Por lo tanto,
.

p

m, s1t< —ln(q) [l

mx (t) =
En la anterior demostracion, en la tltima suma se utilizo6 la igualdad C.9
del apéndice C.
El célculo de la media y de la varianza se queda como ejercicio para el
estudiante.

183



Capitulo 3. Distribuciones discretas

Teorema 3.13. Si X es una variable aleatoria con distribucion binomial
negativa con parametros v y p, entonces, la moda M es un niumero entero
que se calcula de la siguiente manera:

—1)(1 =
[(r ) p)] str>1,
M = p
0 str=1,

donde [a] es el mayor entero menor o igual a a.

Ejemplo 3.9. Considérese el ejemplo 3.8, donde la probabilidad de que un
asegurado realice un reclamo menor o igual al deducible es de %. Supongamos
que se observan los reclamos que realizan los asegurados, uno por uno hasta
observar por cuarta vez un reclamo que sea menor o igual al deducible.
Calcular la probabilidad de observar por cuarta vez un reclamo menor o
igual al deducible.

a) En el quinto reclamo.

b) Antes del séptimo reclamo.

X = Numero de reclamos mayores al deducible antes de observar por
cuarta vez un reclamo igual o menor al deducible.

r=0,1,2,...

X ~BN(r=4,p=1).

@ = (") (O (D) ona

a) La primera probabilidad se calcula de la siguiente manera:

PX =1] = (‘11) <é>4 (2)1 = 0.00257.

b) La siguiente probabilidad se calcula como

N ZANA RS A AN R

PIX<2=|(-= - — - — ] =0.0087.

== (5) < () G6) G) 6 6) 6)

Los célculos anteriores se pueden realizar por medio de R, de la siguiente
manera, respectivamente: dnbinom(1,4,1/6) y pnbinom(2,4,1/6), siendo las
respuestas, respectivamente: 0.002572016 y 0.008701989.

A continuacion, se presenta una comparacion entre la distribucién bino-

mial y la distribucién binomial negativa, en cuanto al niimero de pruebas y
nimero de éxitos.
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Binomial Binomial negativa
Numero de pruebas n (fijo) X (aleatorio)
Numero de éxitos | X (aleatorio) r (fijo)

Tabla 3.2. Diferencias entre la distribucion binomial y la distribu-
cion binomial negativa

Por otro lado, la distribucién binomial negativa esta relacionada con la
distribucién binomial, el siguiente teorema indica como es esta relacion.

Teorema 3.14. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial ne-
gativa con pardmetros v y p, entonces,

P[X <z]=P[Y >r],

donde Y es una variable aleatoria con distribucion binomial con pardmetros
n=x-+rnryp.

La demostracién de este teorema se deja como ejercicio para el estudiante.

Existe otra version de la distribuciéon binomial negativa, la cual difiere
de la versiéon que se acaba de presentar, la diferencia es la manera como se
define la variable aleatoria.

En la nueva version, la variable aleatoria se define como X = ntimero de
pruebas hasta lograr r éxitos.

El recorrido de esta nueva variable aleatoria es x =r, 7+ 1,7+ 2,...

La funcion de densidad estéa dada de la siguiente manera:

fX(:E) = < >prqm_7‘[{r,r+1,r+2,...} (.%')

El valor esperado y la varianza son, respectivamente,
r rq

E[X}ZE y VIX] 2

r—1
r—1

La funcién generadora de momentos es

mx(t) = <pet> si t < —In(q).

1— get

Las demostraciones de estos resultados son parte de los ejercicios que el
estudiante tendra que realizar.

3.7. Distribuciéon Poisson

En esta seccién se presentaré la distribucién Poisson la cual es muy impor-
tante por todas sus aplicaciones, en particular, es un modelo muy usado en
diferentes areas de las ciencias actuariales. Se tratara las propiedades més
importantes de esta distribucién, también se explicara las caracteristicas que
debe cumplir un fenémeno Poisson, que a diferencia de las otras distribucio-
nes discretas, estas no son faciles de explicar en términos précticos.
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

Definicién 3.12. Una variable aleatoria discreta X tiene una distribucion
Poisson con parametro A, si su funcién de densidad esta dada por
)\ZZ?
fx(x) = ge_’\l{()’l,gw’}(ac), donde A > 0.

Notacion. X ~ Poisson()\) significa que la variable aleatoria X tiene una
distribucién Poisson con pardmetro A.

Observacion. La variable aleatoria X = nimero de éxitos en un intervalo
de tiempo, area, volumen o espacio determinado, es candidata a distribuirse
Poisson.

La forma de la grafica de la funcién de densidad de una distribucion
Poisson es sesgada a la derecha, no importando el valor del pardmetro de A.

Figura 3.10. Funcion de densidad. Poisson

Se demostrara que fy () es una funciéon de densidad.
A > 0, z! > 0, 67>\ >0 y 1{0,172?.“}(x) > 0.

Es asi como,
AT
fx(z) = P A1—{0,1,2,,..,}(96) > 0.

Por otro lado,

00 00

AT _ AT
2 e =ty
=0 X! m:Ox'

= e et =1,

aplicando para la ultima suma, el desarrollo de la serie de Maclaurin para e*
(igualdad C.13 del apéndice C).

Por lo tanto, f(z) es funcién de densidad.

Algunos ejemplos de variables aleatorias que tienen posibilidad de distri-
buirse Poisson son el nimero de accidentes en una semana; el nimero de
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3.7. Distribuciéon Poisson

llamadas que llegan a un lugar de trabajo en una hora; el ntimero de erro-
res tipogréficos por pégina; el nimero de defectos por articulo fabricado;
el nimero de ventas en una tienda en un dia determinado, y el ntimero de
reclamos mensuales en una compania de seguros.

La distribucion Poisson sirve para modelar variables de conteo sobre el
tiempo (o un espacio determinado), y no de una muestra aleatoria, como las
distribuciones binomial e hipergeométrica. Para tener la seguridad de que se
puede utilizar la distribucién Poisson en un problema determinado, se deberé
cumplir las caracteristicas de un fenémeno Poisson, las cuales se presentaran
mas adelante.

Teorema 3.15. Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson con
pardametro X, entonces,

Demostracion.

E[etX]
0 T
= LA
e z!

A o ()\et)m
¢ Z z!
x=0

_ t
e /\e)\e

3

>

=
[

_ e)\(et—l)' n

Se aplico el desarrollo de Maclaurin para e®, igualdad C.13, apéndice C.
La media y la varianza se quedan como ejercicios para el estudiante.

Ejemplo 3.10. En un proceso de produccién de determinadas piezas, se
sabe que el numero de defectos por pieza tiene distribucién Poisson con
un promedio de 2.5 defectos por articulo. Calcular la probabilidad de que
resulten

a) Menos de tres defectos en un articulo.

b) Dos defectos en dos piezas.

¢) Mas de dos defectos en dos piezas.

a) Para el calculo de la primera probabilidad, se define la siguiente va-
riable aleatoria con su correspondiente recorrido:

X = Numero de defectos por pieza.

rx=0,1,2,...
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En este caso,
X ~ Poisson(2.5).
Entonces,

PIX <3| = fx(0) + fx(1) + fx(2)

259 oo 25 . 25% .
BT

o5 2.52

b) Consideremos el siguiente evento A = {dos defectos en dos piezas}.

Este evento ocurrira si y solo si, en una de las dos piezas hay dos defectos
y en la otra no lo hay, o un defecto se tendré en cada pieza. Es importan-
te aclarar que se puede suponer que los defectos entre ambas piezas son
independientes.

Definimos las siguientes variables aleatorias: X = ntmero de defectos
en la pieza 1 y Y = ntmero de defectos en la pieza 2. De esta manera, la
probabilidad del evento A, se calcula como

P[A] = fx(0)fy(2) + fx (1) fy (1) + fx(2) fy (0)
_ 25 4.5%672.5 2~51672.52-751672.5 2-752672.52-750672.5

o 2 1 1 2l 0l
2.52 2.52
__ _—5 2
=e {2! + 2.5 —1-72! }
_55?

c¢) Obsérvese que para el célculo de esta probabilidad se volveran a conside-
rar las dos variables aleatorias X y Y que fueron consideradas en el inciso
anterior.

De esta modo,

P[Mas de dos defectos en dos piezas seleccionadas] =

— 1= {fx(0)£,(0) + Fx (1) £,(0) + Fx(0),(1) + P[2 defectos en 2 piezas]}

52
=1- {6_2'56_2'5 +2.5e72Pe 720 4 72525720 4 6_52'}

52
:1—6*{1+5+T}:08m%.
La primera probabilidad por medio de R, se calcula como ppois(2,2.5).
siendo el resultado 0.5438131.

A continuacion, se presentarén las propiedades generales que debe cum-
plir un fenémeno Poisson.
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3.7. Distribuciéon Poisson

Fen6émeno Poisson

Sea X una variable aleatoria la cual se define como X = niimero de sucesos
en un intervalo de tiempo (area, volumen o espacio), sea A el promedio de
sucesos en la unidad de tiempo (&rea, volumen o espacio). Un fendmeno
Poisson es aquel que cumple las siguientes caracteristicas:

(1) P[X =1 en un intervalo de longitud h] = Ah + o(h),

(11) P[X > 1] en un intervalo de longitud h| = o(h),
(1) El namero de sucesos en intervalos de tiempos disjuntos son indepen-

dientes.

La funciéon o(h) es conocida como funcion de orden mds pequenio que h,

y cumple la siguiente propiedad:
. o(h)
o
Observacion. La funcion de orden mas pequeno que h, o(h), es una funcion
que decrece més rapido que h, cuando h tiende a 0.

Un experimento que conlleva a la realizacion de un fenémeno Poisson es
llamado Ezperimento Poisson.

La interpretacién de la primera propiedad de un fenémeno Poisson es
la probabilidad de que ocurra un suceso en un intervalo de longitud h, es
aproximadamente igual a \h, si h es «pequeno». En el caso de la segunda
propiedad, la probabilidad de que ocurran dos o més sucesos en un intervalo
de longitud h es aproximadamente cero, si h es «pequeno». Y finalmente, la
tercera propiedad dice que el nimero de sucesos que ocurran en dos intervalos
ajenos son independientes entre si.

El fené6meno Poisson esté relacionado con la distribucion Poisson.

Teorema 3.16. Sea X una variable aleatoria la cual se define como X =
nimero de sucesos en un intervalo de tiempo de longitud t (drea, volumen
o espacio), si la variable X cumple las condiciones de fenomeno Poisson,
entonces, X tiene distribucion Poisson con media igual a At.

La demostracion de este teorema se puede encontrar en Mood, Graybill
y Boes [21] y Ross [26]. Se sugiere al estudiante, revisar con detalle esta
demostracién, es una forma de entender de dénde proviene la funcién de
densidad de esta distribucion.

Una caracteristica més de un fenémeno Poisson se indica en el anterior
teorema, el promedio de sucesos en un intervalo de tiempo de longitud ¢ es
At, esto es, el promedio de sucesos es proporcional al tamano de longitud del
intervalo (area, volumen o espacio).

Los incisos b y ¢ del ejemplo 3.10, se pueden resolver usando la distribu-
cién Poisson, pero considerando un nuevo promedio, este promedio es igual
a 2\ = 2(2.5) = 5. Dicho de otra manera, si W = numero de defectos en dos
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

piezas, entonces, W ~ Poisson(5) y de esta manera el inciso b se resolvera
como P[W = 2] y el inciso ¢ como P[W > 2].
El siguiente teorema trata sobre la moda de una distribucién Poisson.

Teorema 3.17. Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson con
parametro X\, entonces, la moda M es un valor del recorrido que cumple con
la stguiente desigualdad

A—1< M
Demostracion. Obsérvese
ATy
fx(@) g€
fx(x—1) Al -

(z—1)!
_A
o

Entonces,
fx(w—1) < fx(z) siz<\
fx(x—=1)> fx(x) siz> A,
fx(x—1)= fx(x) siz =M\ yA esun namero entero positivo.
Supongamos que M es la moda.
Si M > A, entonces, fx(M — 1) > fx(M), lo cual no puede ser.
Ahora, si M < A—1, entonces, M+1 < A, lo que implicaria que fx (M) <
fx (M + 1), lo cual tampoco puede ser.
De esta manera,

A—1<M<A O
Observacion. En la anterior demostracion se obtuvo
fx(x) _ A
fx(x—-1) =z

De esta manera, se logra una férmula recursiva para calcular probabili-
dades con la distribucion Poisson, esto es,

fx(.r) = %fX(x — 1).

Esta igualdad es una férmula recursiva para calcular probabilidades de
una distribucién Poisson y puede utilizarse, como en la distribucién bino-
mial, para programar en la computadora el calculo de probabilidades de
una distribucién Poisson.

El siguiente resultado trata sobre la convergencia de la distribucién bi-
nomial a una distribucién Poisson, y en principio seré tutil para aproximar
probabilidades de una distribucién binomial por medio de una distribucién
Poisson.
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3.7. Distribuciéon Poisson

Teorema 3.18. Si X es una variable aleatoria con distribucion binomial,
con pardmetros n y p, entonces,

, n _ A
nh_{gli <$>px(1 —p)" JEI{o,l,Q...,n}(flf) = ge /\1{0,1,2,...}(95)-
np=

Demostracion. Obsérvese

n—00
np=>\

, n! A\° A\
= i — )l <n> (1 - n) T2 (@)
X n! 1 A\ A\
= lim — <1 — ) <1 - n> I0,1,2...ny ()

z! noo (n — z)! n®

x _ ---(n—=1 " -
N lim (nzztl)-(n=ln <1 — A) (1 - 2) Io,1,2..n) (7)

’ n T n—r
lim <x)p (1=p)" " Lo1,2..n)(7)

AT rz—1 1 A\" A\ 7%

— Jim. (1 A > (1 - n) (1) <1 - n> (1 - n) Iio1,..n} (2)
AT

=7¢ Mio0.3(2). O

Obsérvese que se aplico el resultado limite C.2 del apéndice C.

Este tltimo resultado es util para aproximar probabilidades de la distri-
bucién binomial por medio de la distribuciéon Poisson. De acuerdo al teorema
anterior, una aproximacién de la binomial por la distribucién Poisson sera
recomendable, en general, cuando el tamafno de la muestra sea «grande» y
la probabilidad de éxito sea «pequenay.

La pregunta es jcuéales seran los valores apropiados de n y p para lograr
una buena aproximacion?

Algunos autores dan recomendaciones para lograr una buena aproxima-
cion. La siguiente sugerencia se encuentra en Wackerly, et al [28|, pagina 132:
Si X ~ B(n,p), donde n es «grande» y se cumple A\ = np < 7, entonces,
X~Poisson(A = np), donde ~ significa que se distribuye aproximadamente.

En la anterior recomendacion, entre mas grande sea n y més pequena sea
p, la aproximacion se va a dar de mejor manera. Queda la duda, a partir de
qué valor n es grande, en este sentido, algunos autores consideran que n es
grande a partir de 25 o 30, pero de nuevo solo son opiniones.

Ejemplo 3.11. En una linea de produccion se sabe que el 1.23 % de articulos
son defectuosos. Se escogen 60 articulos al azar de la producciéon. Calcular la
probabilidad de tener 5 articulos defectuosos, por medio de la distribucién
a) Poisson.

b) Binomial.

191



Capitulo 3. Distribuciones discretas

X = Numero de articulos defectuosos en la muestra de tamafo 60.
z=0,1,...,60.

X ~ B(60,0.0123).

Obsérvese que 60 > 30, y A = np = 60(0.0123) = 0.738 < 7.

a) Por medio de la distribucién Poisson

25(173856_0738

PIX =5~ —

= (.00087.

b) Por medio de la distribucién binomial
60 5 55
PLX = 5] = (7 )0.0128°(1 - 0.0123)" = 0.00078.

Los anteriores calculos se realizaran por medio de R, con los codigos, dpois(5,0.738)
y dbinom/(5, 60, 0.0123), dando como resultados, respectivamente, 0.0008721501
y 0.0007784243.

3.8. Ejemplos diversos

A continuacion, se presentaran ejemplos donde se involucran algunas de las
distribuciones discretas tratadas en este capitulo.

Ejemplo 3.12. Se lanzan varias veces tres monedas simultaneamente. Cal-
cular la probabilidad de obtener tres dguilas o tres soles por segunda vez en
el quinto tiro.

X = Numero de tiros con resultados disparejos antes de obtener por
segunda vez resultados iguales.

x=0,1,2,...

X~BN(r=2p=1).

o= () (1Y (2) - oaosir

Por medio de R, dnbinom(3,2,1/4), siendo la respuesta 0.1054687.

Ejemplo 3.13. Una empresa de manufactura emplea un procedimiento de
aceptacion o rechazo, en los articulos fabricados antes de sacarlos al mercado.
De cada lote de 30 articulos, se toman al azar tres articulos para su revision,
si se encuentra algin elemento defectuoso, el lote se regresa para inspeccionar
el 100 % de su contenido. Calcular la probabilidad

a) De aceptar una caja que contiene cinco articulos defectuosos.

b) De regresar una caja que contiene solo un articulo defectuoso.
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a) Obsérvese que para este problema

X = Numero de articulos defectuosos encontrados en la muestra.
r=0,1,2,3.

X ~H(N=30,K=5n=3).

P[X =0] = @2;))%’5) = 0.5665.
3

X = Numero de articulos defectuosos encontrados en la muestra.
z=0,1.
X ~H(N=30,K=1,n=3).

()()
1 2
PX=1=—~—~2—~—-2%=0.1.
[ ] 30
3

Estos célculos por medio de R, se calculan, respectivamente, de la si-
guiente manera: dhyper(0,5,25,3) v dhyper(1,1,29,3); las respuestas son,
respectivamente, 0.5665025 y 0.1.

Obsérvese que las anteriores probabilidades calculadas por medio de la
distribucién binomial son respectivamente 0.5787 y 0.09344.

b) En este caso

Ejemplo 3.14. En un banco, se sabe que el niimero de créditos personales

asignados son, en promedio, siete por dia. Se sabe que el nimero de créditos

personales es una variable aleatoria con distribucién Poisson. Calcular la

probabilidad de que

a) Se otorguen méas de cuatro créditos en un dia dado.

b) No se otorgue algin crédito en un dia dado.

¢) En cinco dias se otorguen 20 créditos.

d) De observar por lo menos un dia en donde no se otorguen créditos, de 30
dfas seleccionados al azar.

a) Para este problema,

X = Numero de créditos que se otorgan en un dia.
x=0,1,2,...

X ~ Poisson(\ = 7).

P[X >4 =1- P[X < 4]

e G O C R 6
1 _ =7 L L L A
=l-e (m 1 20 3! @)08%0L
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b) Es la misma variable definida en el inciso anterior.

70
P[X =0] = ﬁe—7 = 0.00091.
¢) X = Numero de créditos que se otorgan en 5 dias.
r=0,1,2,...
X ~ Poisson(\ = 35).

3520

2—0'@—35 = 0.00197.

P[X =20] =
d) X = Nuamero de dias de los 30 que no se dan créditos.
z=0,1,...,30.
X ~ B(30,p).
Obsérvese
p=e " =0.00091.

Por lo tanto,
X ~ B(30,p = 0.00091).

Obsérvese que n = 30 y ademéas, A = np = 30(0.00091) = 0.0273 < 7. La
probabilidad se aproximara por medio de la Poisson con A = 0.0273.
De esta manera,

P[X >1]=1-P[Y =0
=1— 90273 — (,02693.

Esta tltima probabilidad, usando la distribuciéon binomial, es 0.02694.
A continuacion, se realizan los célculos anteriores, usando R:

a) 1 — ppois(4,7), siendo la respuesta 0.8270084.

b) dpois(0,7), donde la probabilidad es 0.000911882.

¢) dpois(20,35), donde el resultado es 0.001972102.

d) 1 — dpois(0,0.0273), asi la respuesta es 0.02693072.

Ejemplo 3.15. En una empresa de manufactura, los articulos producidos

se guardan en cajas de 100, de los cuales se sabe que 10 son defectuosos.

Antes de sacar las cajas a la venta, de cada caja se obtienen 3 articulos

aleatoriamente para revisarlos. Esta revision se realiza caja por caja y en

forma independiente. Calcular la probabilidad de encontrar

a) Por tercera vez una caja que no tenga articulos defectuosos en la muestra,
en la quinta caja revisada.

b) Tres cajas sin articulos defectuosos en la muestra, en las cinco primeras
cajas revisadas.

c) Una caja con tres articulos defectuosos en la muestra por primera vez,
antes de la octava caja revisada, dado que se sabe que hasta la quinta
caja revisada, no se encontraron en la muestra, tres articulos defectuosos.
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a) X = Numero de cajas revisadas con uno o més articulos defectuosos
en la muestra, antes de encontrar por tercera vez una caja sin articulos
defectuosos.

z=0,1,2,...

X ~ BN(r = 3,p), donde p se calcula de la siguiente manera:

Y = Namero de articulos defectuosos encontrados en la muestra obtenida
de una caja.

y=20,1,2,3.

Y ~ H(N =100, K =10,n = 3).

Obsérvese que se cumple - = 0.03 < 0.1. Por lo que aproximaremos la
probabilidad por medio de la binomial, esto es, Y~B(n = 3,p = 0.1).

Entonces,
p=P[Y =0
3
= <0) (0.1)°(0.9)* = 0.729.

Regresando al problema, X ~ BN (r = 3,p = 0.729).

De esta manera,
4 3 2
P[X =2] = 9 (0.729)°(0.271)* = 0.17072.

b) X = Numero de cajas sin articulos defectuosos en la muestra, entre
las primeras 5 cajas revisadas.

z=0,1,...,5.

X ~ B(n=75,p=0.729).

PIX =3] = (Z) (0.729)3(0.271)% = 0.28452.

¢) X = Numero de cajas revisadas con un numero de articulos defectuosos
en la muestra menor a tres, antes de lograr por primera vez una caja con
tres articulos defectuosos en la muestra.

x=0,1,2,...

X ~ Geométrica(p).

Donde p se calcula por medio de la variable Y, de la siguiente manera:

Y = Nuamero de articulos defectuosos encontrados en la muestra obtenida
de una caja.

y=20,1,2,3.

Y ~ H(N =100,K =10,n = 3).

Como en el inciso a, la probabilidad se aproximara por medio de la dis-
tribucion binomial, esto es, Y~B(n = 3,p = 0.1).

195



Capitulo 3. Distribuciones discretas

Entonces,
p= P[Y = 3]
3
::QJ(QD%Q%0200OL

De esta manera,

PIX <7|X >5]=1-P[X >7|X > 5]
=1-P[X >2
=1—(1-0.001)* = 0.002.

Se presentarén los anteriores célculos utilizando R:

a) Para el calculo de p, el codigo en R es dbinom(0,3,0.1), siendo el
resultado 0.729.

El céalculo de la probabilidad de este inciso, es por medio de la instruccién
en R dnbinom(2,3,0.729), donde la respuesta es 0.1707153.

b) En este caso, el codigo es dbinom(3,5,0.729), y la probabilidad es
0.2845255.

c) El célculo de p se realiza de la siguiente manera: dbinom(3,3,0.1),
donde 0.001 es la respuesta.

Después de aplicar la propiedad de pérdida de memoria, se da la instruc-
cion pgeom(1,0.001), siendo el resultado 0.001999.

Ejemplo 3.16. Supongamos que en promedio dos de cada mil personas
cometen una infraccién de transito en cierto crucero muy transitado. Si se
seleccionan al azar cinco mil conductores que pasan por el crucero en un dia
dado, calcular la probabilidad de que mas de 9 conductores, pero menos de
13 cometan una infraccion.

a) Por medio de la distribucion Poisson.
b) Por medio de la distribucién binomial.

La variable aleatoria se define como X =ntimero de conductores que
cometen una infraccién de los cinco mil seleccionados. Para esta variable,

z=0,1,2,...,5000.

X ~ B(n =5000,p = 0.002).

Obsérvese que el promedio np = 5000(0.002) = 10 > 7.

a) Se realizara el célculo de probabilidad por medio de la distribucion
Poisson, esto es, suponemos X ~Poisson(A = 10).

1010 1011 1012
o T T

thgxglﬂ:e10< >—03%&1
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b) El calculo por medio de la distribucion binomial.

5000
10

5000
+< 1 )(0.002)“(0.998)4989

P10 < X <12] = < )(0.002)10(0.998)4990

)(0.002)12(0.998)4988 = 0.33394.

Utilizando R, los célculos anteriores respectivamente se realizan como
ppois(12,10)—ppois(9, 10) y pbinom (12,5000, 0.002)—pbinom(9, 5000, 0.002),
donde los resultados son respectivamente 0.3336268 y 0.3339419.

Obsérvese que ambas probabilidades resultaron ser muy parecidas, a pe-
sar de que el promedio np = 10 > 7.

Ejercicios del capitulo 3

1.- Un examen de opcién multiple estd compuesto de 20 preguntas, con cua-
tro respuestas posibles cada una, de las cuales solamente una es la correc-
ta. Supdéngase que uno de los estudiantes que realiza el examen contesta
las preguntas al azar. Calcular

a) La probabilidad de que conteste correctamente 18 preguntas.

b) La probabilidad de que obtenga una nota superior a 7, si la maxima
nota es 10.

¢) El 0.2-ésimo cuantil.

d) La moda.

2.- Un sistema de seguridad esta compuesto por 10 dispositivos, los cuales
funcionan en forma independiente. Cada dispositivo detecta un intento
de robo con una probabilidad de 0.6. Encontrar la probabilidad de que
el sistema de seguridad detecte un intento de robo.

3.- El numero de baches en cierta carretera tiene una distribucién Poisson
con un promedio de 3 baches por km. ;Cual es la probabilidad de que
un tramo de carretera de 2 km no tenga més de 3 baches?

4.- En un grupo de 100 asegurados, la mitad de ellos han tenido al menos
un accidente en un periodo menor a un ano, este grupo es llamado grupo
A. Se seleccionan al azar 20 personas de este grupo. Calcular

a) La probabilidad de obtener en la muestra, menos de 17 asegurados
del grupo A.

b) La probabilidad de obtener en la muestra, menos de 5 asegurados
del grupo A, dado que se sabe que al menos dos resultaron de este

grupo.
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.-

9.-

10.-

¢) La moda del namero de personas del grupo A.

El ntimero de imperfecciones en determinada tela tiene una distribucién
de Poisson con una media de 2.5 imperfecciones por metro cuadrado.
Encontrar la probabilidad de tener a lo més una imperfeccion en un
pedazo de tela de medio metro cuadrado.

Un jugador de futbol profesional realizard una serie de tiros penal. La
probabilidad de que un tiro penal sea exitoso es de 0.7. Suponiendo que
los tiros los realice en forma independiente. Calcular la probabilidad de
que el jugador

a) Logre su primer tiro penal exitoso, en el cuarto tiro realizado.
) No tenga tiros exitosos de 10 tiros que realiza.
) Logre el segundo tiro exitoso en el quinto tiro realizado.
d) Logre su tercer tiro exitoso, después del quinto intento realizado.

) Logre su primer tiro exitoso antes del décimo intento, dado que se
sabe que hasta el quinto intento realizado no habia logrado un tiro
exitoso.

Un aparato esta conformado con 6 componentes idénticos, donde cada
uno tiene una probabilidad de 0.09 de fallar en menos de 1,000 horas. El
aparato funciona si més de 4 componentes trabajan en forma adecuada.
Si los componentes operan en forma independientemente, encontrar

a) La probabilidad de que exactamente tres componentes funcionen
mas de 1,000 horas.

b) La probabilidad de que el sistema funcione por mas de 1,000 horas.

¢) La media y varianza del nimero de componentes que funcionan mas
de 1,000 horas.

Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx(x) =
(1—- p)x_lpI{LQ’g,“.}(:z:),O < p < 1 (segunda version de la distribucion
geométrica).

a) Obtener la funciéon de distribucion para todo valor del recorrido.

b) Demostrar que P[X > a] = ¢%, donde a es un entero positivo.

c¢) Demostrar que P[X > a + b|X > a] = P[X > b, donde a y b son
numeros enteros positivos.

d) Obtener la funcién generadora de momentos de X.

e) Obtener la media y la varianza de X.

Sea X ~ Poisson()), demostrar que E[X]| = V[X] = A.

Terminar la demostracién del teorema 3.5, esto es, calcular la varianza
de una variable aleatoria X la cual tiene distribucién hipergeométrica.

198



Ejercicios del capitulo 3

11.- Una persona tiene 14 opciones de invertir su dinero, de las cuales 5
son de rendimiento fijo y las demés de rendimiento variable. La perso-
na va a seleccionar 5 opciones de inversiéon para formar un portafolio.
Supongamos que la seleccion la realiza aleatoriamente. Calcular

a) La probabilidad de observar todas sus inversiones con rendimiento
variable.

b) La probabilidad de observar menos de 4 inversiones con rendimiento
fijo.

¢) La media y la desviacion estandar del nimero de inversiones con
rendimiento fijo.

d) La moda del nimero de inversiones con rendimiento fijo.

12.- Para una determinada accién financiera, se sabe que en un periodo,
la accién sube con una probabilidad del 0.2 y baja con una probabili-
dad del 0.8. Se supone independencia entre los periodos. Encontrar la
probabilidad de que

a) El primer periodo que sube la accién sea en el quinto periodo.

b) El primer periodo que sube la accién sea después del quinto periodo.

c) El tercer periodo que sube, sea en el quinto periodo.

d) El primer periodo que sube sea antes del décimo periodo, dado que
se sabe que hasta el quinto periodo, la acciéon no habia subido.

13.- Encontrar la funcién generadora de probabilidades de la distribucién
geométrica.

14.- El namero de errores tipograficos encontrados en una pégina tiene una
distribucion de Poisson con una media de tres errores por pagina. Cal-
cular la probabilidad de encontrar

a) En una pagina menos de 3 errores tipograficos.

b) Diez errores en dos paginas.

¢) Por lo menos un error en una pagina.

d) De tener 15 paginas con algun error tipografico, de 20 paginas se-
leccionadas al azar.

15.- Una fabrica de chocolates prepara para su venta cajas de 20 chocolates,
donde 5 de ellos son amargos. Cada caja es revisada, se seleccionan al
azar 3 chocolates para contar el nimero de chocolates amargos. Calcular
la probabilidad de observar

a) Una caja con tres chocolates amargos en la muestra, dado que se
sabe que al menos un chocolate amargo resulté en la muestra.

b) La primera caja con todos los chocolates amargos en la muestra,
después de la octava caja revisada.

¢) Al menos dos cajas con todos los chocolates amargos en la muestra,
en las primeras 10 cajas revisadas.
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d) La segunda caja con ningin chocolate amargo en la muestra, sea
después de la quinta caja revisada.

16.- Encontrar la funcién generadora de probabilidades de la distribuciéon
binomial negativa.

17.- En un seguro de gastos médicos mayores, un asegurado tiene 12 opciones
para seleccionar un hospital, de los cuales seis son de nivel 1, cuatro de
nivel 2 y dos de nivel 3. Un asegurado en su poéliza debe de especificar tres
hospitales. Si el asegurado realiza su selecciéon aleatoriamente, calcular la
probabilidad de que los tres hospitales sean de nivel 1, si

a) La muestra es sin reemplazo.
b) La muestra es con reemplazo.

18.- Cierta maceta de ceramica es fabricada en hornos de altas temperaturas.
Se sabe que el 20% de las piezas fabricadas tienen un desperfecto im-
portante. Un inspector revisa varias macetas recién fabricadas en forma
independiente. Calcular la probabilidad de que

a) La primera maceta con problemas importantes de fabricacion sea la
cuarta maceta revisada.

b) La cuarta maceta con desperfectos importantes sea encontrada des-
pués de revisar la séptima maceta.

¢) La primera maceta con problemas importantes se encuentre des-
pués de revisar la octava maceta, dado que hasta la tercera maceta
revisada no se habia encontrado una maceta con problemas.

d) Se encuentren 4 macetas con desperfectos importantes de 10 que se
revisaron en un dia.

19.- Encontrar la funcién generadora de probabilidades de la distribuciéon
binomial.

20.- En un banco hay dos moédulos de atencién para sus clientes, el moédulo
Ay el médulo B. El ntmero de clientes que llegan al médulo A y médulo
B tiene una distribucion de Poisson con medias de dos y tres clientes por
hora, respectivamente. El niimero de clientes que llegan a ambos moédulos
son independientes. Calcular la probabilidad de que

a) Cuatro clientes sean atendidos durante un periodo de media hora.
b) Menos de 3 clientes sean atendidos durante una hora.

21.- El nimero de personas que utilizan un puente colgante tiene una dis-
tribucién Poisson con un promedio de cuatro personas por un periodo
de cinco minutos. Un nimero excesivo de personas que utilizan al mismo
tiempo el puente puede ocasionar una sensaciéon de pénico para las per-
sonas que en ese momento utilizan el puente. Encontrar la probabilidad
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de que el ntimero de personas que usan el puente colgante durante un
periodo de 1 minuto exceda a cuatro personas.

22.- Considerando el ejercicio 21, supéngase que se observa el niimero de per-
sonas que utilizan el puente durante 10 intervalos de un minuto (no trasla-
pados), obteniendo asi, 10 observaciones independientes X7, Xo, ..., X1
del niimero de personas que usan el puente por minuto. Encontrar la pro-
babilidad de X; > 4 en al menos uno de los 10 intervalos de un minuto.

23.- En cierta poblacién, la probabilidad de que un crédito proporcionado
por un banco no sea pagado por el prestatario es del 10%. Se selec-
cionan en forma aleatoria créditos otorgados por el banco. Calcular la
probabilidad de encontrar

a)

b) El primer crédito no pagado, después del quinto crédito selecciona-

c)

Maés de tres créditos no pagados, de 40 créditos seleccionados.

do.
El cuarto crédito no pagado, después del octavo crédito selecciona-

do.

24.- Contestar las siguientes preguntas:

a)

Si X es una variable aleatoria con una distribucién Poisson que
satisface P[X = 0] = 2P[X = 2], jcuél es el E[X]?

b) Si X se distribuye binomial con parametros ny p y, ademés, F[X] =

10 y V[X] = 5. Encontrar n y p.

Si X tiene una distribucion Poisson y P[X > 1] = %, jcual es el
valor de A7

Suponga que X tiene una distribucién Bernoulli con parametro p.
;Para qué valores de p la varianza se maximiza?

Si X es una variable aleatoria con una funcién generadora de mo-
mentos ¢ 1, sin derivar esta funcion, jcual es el E[X]? Justificar
la respuesta.

Si X tiene una distribucién hipergeométrica con pardmetros N, K
y n = 3, y se sabe que el valor esperado y la varianza son igual a
15y %, respectivamente, encontrar N y K.

25.- Encontrar la mediana para:

c
d
e

a)
)
)
)
) X

X ~ B(n=4,p=0.5).

b) X ~ B(n=>5,p=0.5).

X ~ Poisson(\ = 2).
X ~ Geometrlca( =0.3).
H(N =10,K =5,n = 3).

26.- Encontrar la moda para cada uno de los casos del ejercicio 25.

27.- Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx(z) =
(f:%)prqx_rl{r,r—&—l,r—o—l...}(x)'
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Capitulo 3. Distribuciones discretas

a) Demostrar que fx(z) es funcién de densidad.
b) Encontrar la funcion generadora de momentos de X.
¢) Encontrar la media y la varianza de X.

28.- El nimero de articulos que vende un comerciante en un dia es una
variable aleatoria con distribucién Poisson de media igual a 4.

a) (Cuéntos articulos el comerciante deberia tener en existencia para
estar un 95 % seguro de que tendra los suficientes articulos para los
siguientes 25 dias?

b) De 25 dias, jcual es la probabilidad de tener por lo menos un dia
sin articulos vendidos?

c) De 25 dias, jcual es el valor esperado de numeros de dias, que no
vende articulos?

29.- En una poblacion de 100 ciudadanos, se sabe que el 50 % esta a favor
con las politicas de su alcalde. Una muestra aleatoria de tamano n es
obtenida de esta poblacion. Calcular la probabilidad de que la mayoria de
los ciudadanos seleccionados estén a favor con las politicas de su alcalde.

a) Sin = 10.
b) Sin=4.

30.- Una compania de seguros encuentra que el 3% de la poblacién tiene un
accidente automovilistico més alto que el deducible en un ano. ;Cual es
la probabilidad de que la compania deba de pagar a méas de 5 de los 100
asegurados contra accidentes de automovil en un afo determinado?

31.- Considerando el ejercicio 30, calcular

a) La moda.
b) El 0.1-ésimo cuantil.
¢) La mediana.

32.- Si X se distribuye Poisson y P[X = 2] = P[X = 3], calcular P[X > 2].

2
33.- Si X se distribuye Poisson(A = 2). Demostrar que E[|X —2|] = ZLZ—QX.
34.- El ntimero de asegurados hospitalizados en cierta ciudad tiene una dis-

tribucién Poisson con un promedio de una hospitalizaciéon por hora. Cal-

cular la probabilidad de que

a) Ocurran mas de 3 hospitalizaciones en una hora, dado que se sabe
que al menos una hospitalizaciéon ocurrio.

b) Ocurran méas de 5 hospitalizaciones en un lapso de 7 horas.

c¢) Transcurran mas de tres horas entre dos hospitalizaciones.

35.- La fabricaciéon de cierto mueble dificilmente se puede lograr sin desper-
fecto alguno. Se sabe que el ntmero de desperfectos en un mueble tiene
distribucion Poisson con un promedio de 5 defectos por mueble.
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a) Calcular la probabilidad de encontrar mas de 5 desperfectos en un
mueble.

b) Dado que se sabe que un mueble tiene al menos dos desperfectos,
calcular la probabilidad de que tenga menos de 5 desperfectos.

¢) Se revisa mueble por mueble. Calcular la probabilidad de encontrar
el sexto mueble con menos de tres desperfectos, después del décimo
mueble revisado.

d) Se revisa mueble por mueble, hasta el octavo mueble revisado, no
se ha observado uno con menos de tres desperfectos, calcular la
probabilidad de encontrar antes del décimo segundo mueble revisado
el primer mueble con menos de tres desperfectos.

36.- El ntmero de siniestros reportados en una oficina de seguros tiene una
distribucién Poisson con un promedio de 5 reportes por hora. Se sabe que
un exceso de reportes en una hora puede causar problemas de atencién
a sus clientes. Calcular la probabilidad de

a) Observar méas de 4 reportes en una hora de trabajo.

b) Observar al menos una hora con mas de 4 reportes, en las siguientes
7 horas de trabajo.

¢) Observar la segunda hora de trabajo con mas de 4 reportes, antes
de la quinta hora de trabajo.

37.- Si la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria X es
mx (t) = 0.0081 (1 — 0.7¢") ~* Encontrar P[X =206 3|

38.- Sea X el niimero de sucesos exitosos de n repeticiones independientes
de un experimento aleatorio, siendo la probabilidad de éxito p = %

Determinar el valor mas pequeno de n, que cumple con P[X > 1] > 0.80.

39.- Sea X una variable aleatoria con distribucion B(5,p) y Y otra variable

aleatoria con distribucién B(6,p). Si P[X > 1] = 2, calcular P[Y > 1].

40.- Sea fx(z) una funcion de densidad para enteros no negativos, tal que
fx(x) = Lfx(x —1), 2 =1,2,3,... ;Como se distribuye X? Justificar

B
la respuesta.

41.- Sea X una variable aleatoria con distribuciéon Bernoulli con probabili-
dad de éxito igual a p, si la media es dos veces la varianza. Calcular la
probabilidad de fracaso.

42.- Dos dados son lanzados 8 veces. jCuél es la probabilidad de que menos
de 4 veces tengan resultados disparejos?

43.- Considerando la variable aleatoria del ejemplo 42, calcular

a) La media y la varianza.
b) La moda.
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¢) La mediana.
d) El 0.3-ésimo cuantil.

44.- Una moneda es lanzada 6 veces. ;Cudl es la probabilidad de que el
numero de aguilas exceda al nimero de soles?

45.- Sea X ~UD{1,2,...,N}, si la varianza es % la media. Encontrar N.

46.- El ntmero de reclamaciones por gastos médicos por dia en una com-
paiifa de seguros, tiene una distribuciéon Poisson con un promedio de 10
reclamaciones por dia. Calcular la probabilidad de

a) Tener menos de 8 reclamaciones en un dia, dado que se sabe que al
menos se han realizado 4 reclamaciones.

b) Observar el quinto dia sin reclamaciones después del octavo dia
observado.

47.- Una familia tiene siete hijos. Suponiendo que la probabilidad de tener
una nifia en cada nacimiento es de 0.52 y que los siete nacimientos son
independientes, jcuél es la probabilidad de que tengan al menos una
nina, dado que se sabe que ellos tuvieron al menos dos ninos?

48.- Suponga que X es una variable aleatoria con distribuciéon binomial ba-
sada en n pruebas independientes, con una probabilidad de éxito p en
cada prueba. Si P[X = n] = 0.004096 y P[X = n — 1] = 0.006144n,
jcudl es el valor de p?, jcudl es el valor de n?

49.- Un dado es lanzado hasta que un nimero impar aparece. Dado que se
sabe que el primer ntimero impar aparecié en un lanzamiento par, ;cual
es la probabilidad de que el nimero impar sea en el cuarto lanzamiento?

50.- Un sistema de inspeccién para los articulos fabricados en una empresa,
consiste en la revisién de estos por medio de varios inspectores. Se sabe
que la probabilidad de que un inspector detecte un articulo defectuoso
como articulo no exitoso es de 0.8. Supongamos que n inspectores revisan
en forma independiente un articulo defectuoso.

a) Sin = 5, jcudl es la probabilidad de que todos los inspectores
detecten el articulo como defectuoso?, jcudl es la probabilidad de
que al menos un inspector detecte el articulo como defectuoso?

b) ;Cuél debe ser el valor de n para que la probabilidad de detectar el
articulo como defectuoso sea de 0.99997

51.- En determinada ciudad existen tres carreteras. El nimero de accidentes
por semana tiene distribucién Poisson, con medias respectivamente de 4,
5y 2 para las carreteras I, I1 y II11l. ;jCual es la probabilidad de que
ocurran exactamente dos accidentes en una semana?
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52.- Si un dado es lanzado repetidamente, dar una expresion de la probabi-
lidad de que el tercer ntimero 2 ocurra después del n-ésimo lanzamiento.

53.- Considerando la variable aleatoria del ejercicio, calcular 52,

a) La media y varianza.
b) La moda.
c¢) El 0.12-ésimo cuantil.

54.- Sea X una variable aleatoria con distribucién geométrica con p = 0.2.
; Cuél es la probabilidad de que X > 2, dado que se sabe que X < 57

55.- Sea X el niimero de éxitos en 10 pruebas repetidas en forma idéntica e
independiente, y p la probabilidad de éxito en cada una de las pruebas.
Si el valor esperado y la desviacion estandar de la variable X son iguales,
jcudl es el valor esperado de X7, jcudl es el valor de la varianza de X7

56.- Sea X una variable aleatoria con distribucién Poisson con media A. Si
P[X =1|X <2] =0.1, jcudl es el valor de \?

57.- Encontrar la funcién generadora de probabilidades de una distribuciéon
Poisson con paradmetro .

58.- Sea X una variable aleatoria con distribucién binomial con parametros
n'y p, demostrar P[X es par] = £{1+ (¢ —p)"}.

59.- Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson(A), demostrar
P[Xes impar] = 1{1 — e72'}.

60.- Sea X una variable aleatoria con distribucién binomial negativa con
parametros r y p, y que cumple con P[X = 0] = 0.004096 y P[X = 1] =
0.024576(1 — p). Encontrar 7 y p.

61.- Un dado es lanzado varias veces hasta lograr por primera vez un niimero
menor a 3. Se definen los siguientes eventos: A = {se logre por primera
vez, un nimero menor a 3 en un lanzamiento multiplo a 4} y B = {se
logre por primera vez, un ntimero menor a 3 en un lanzamiento multiplo
a 5}. Encontrar la probabilidad de que resulte

a) Ay B ala vez.
b) Ao B.

62.- Sea X una variable aleatoria con distribucion Geométrica(p), demostrar
que se cumple la siguiente igualdad: P[X =n + k|X > n] = P[X = k].

63.- Sea X una variable aleatoria con distribucién binomial negativa con
parametros r y p, demostrar la siguiente férmula recursiva para calcular
probabilidades fx(z) = (1 —p) (1+ =2) fx(z —1).
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64.- Sea X una variable aleatoria con distribucion H(N = 10, K = 4,n = 4).
Encontrar la funcién de densidad truncada en 0.

65.- Considerando la funcién de densidad encontrada en el ejercicio 64, en-
contrar la media y la varianza.

66.- Sea X una variable aleatoria con distribucion BN (r,p). Encontrar la
funcion de densidad truncada en el conjunto {5,6,...}.

67.- Encontrar el valor esperado y la varianza de X con la funciéon de den-
sidad encontrada en 66, considerando r =2y p = 0.5.

68.- El niimero de créditos que una sucursal bancaria otorga al dia, se distri-
buye Poisson con medias, respectivamente, de 3, 2 y 4, para los créditos
de autos, hipotecarios y personales. Calcular

a) La probabilidad de tener menos de 2 créditos al dia.

b) La probabilidad de tener menos de 5 créditos hipotecarios en un
dia, dado que al menos 2 créditos de este tipo han sido otorgados.

c) El 0.005-ésimo cuantil de la variable aleatoria nimero de créditos
otorgados por el banco en un dia.

69.- Una universidad esté formada por 220 académicos de diferentes areas,
donde se sabe que 10 de ellos tienen conocimientos en probabilidad y
estadistica. Cada mes se celebra una reuniéon del comité de anélisis de
informacién académica, para esta reunion se seleccionan aleatoriamente
10 académicos de esta universidad. Calcular

a) La probabilidad de que asista a la siguiente reuniéon por lo menos
un académico con conocimientos en probabilidad y estadistica.

b) La media y la varianza del namero de académicos con conocimiento
en probabilidad y estadistica que asisten a la reunion.

¢) La probabilidad de observar por primera vez una reunion sin aca-
démicos en conocimientos en probabilidad y estadistica, después de
la quinta reuniéon realizada.

70.- El total reclamado a una compania de seguros en un mes por un si-
niestro es una variable aleatoria X con funcién de densidad fx(x) =
0.2¢702¢] (0,00) (). Para la compaiia es preocupante si el total reclama-
do en un mes excede de 6. Para 10 meses seleccionados al azar, calcular
la probabilidad de tener mas de 3 meses en una situacién preocupante.

71.- En una accién financiera, el retorno de inversién mensual, en porcen-
taje, es una variable aleatoria X con funcién de densidad dada por
fx(@)=2(z+ 1)I(—1,2)(7). Se observa mes con mes el retorno de inver-
sion, suponiendo independencia entre los meses, calcular la probabilidad
de observar por primera vez un mes con retorno inferior a —0.5, después
del décimo mes.

206






- l'-
a 1- -‘:"_lf.,
i L
. ™ .
- i s l,.ﬁ-:










Introducciéon

En este capitulo se estudiaran algunas de las distribuciones continuas més
importantes que existen en la literatura de probabilidad y estadistica. La im-
portancia de estas distribuciones estriba, principalmente, en sus aplicaciones
en problemas de diversas dreas como la industria, las ciencias sociales, las
ciencias actuariales, problemas de economia, problemas demograficos, por
mencionar algunas areas de aplicacion.

Para cada modelo continuo, se definiré la funcion de densidad, la media,
la varianza y, si es el caso, la funcién generadora de momentos, ademés, en
general, se presentaran las principales propiedades de cada distribucion.

Es importante senalar que la bsqueda de un modelo particular para una
variable aleatoria continua no es un problema de probabilidad, como es el
caso de la mayoria de las variables aleatorias discretas, sino es un problema
de estadistica, donde se necesitan datos especificos de la variable aleatoria,
para inferir el modelo continuo; siendo méas especificos se tiene que aplicar
métodos de bondad de ajuste. Por lo que no es propoésito de este capitulo,
investigar el modelo continuo que le corresponde a una variable aleatoria
particular.

Antes de empezar a definir las distribuciones continuas mas importantes,
se daran algunos conceptos relevantes sobre el tipo de parametros que una
distribucién continua puede tener.

Definicién 4.1. Se dice que un pardmetro o de una distribucién es de escala,
si los valores del parametro influyen en la dispersion de la distribucién, en lo
particular, en la dispersién de la funciéon de densidad.

Definicion 4.2. Se dice que un parametro 5 de una distribucién es de forma,
si para valores diferentes del parametro, es posible que la forma de la grafica
de la funcion de densidad cambie.

Definicién 4.3. Se dice que un pardmetro 6 de una distribucion es de loca-
lizacion, si para valores diferentes del parametro, la grafica de la funcion de
densidad se desplaza hacia la izquierda o a la derecha.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

4.1. Distribucién uniforme continua

En esta seccién se trataré con la definiciéon de una distribucién uniforme con-
tinua o llamada simplemente distribucion uniforme, ademaés, se presentaran
sus principales propiedades, aplicaciones y algunos ejemplos.

Definicion 4.4. Una variable aleatoria continua X tiene distribucion unifor-
me (distribucion uniforme continua) sobre el intervalo (a, b) (con parametros
a y b) si su funcion de densidad esta dada por:

fx(z) = bL

— aI(a,b)(@")v donde a < b.

Los parametros de la distribucién uniforme no son ni de escala, ni de
forma y tampoco de localizacién.

Notacion. X ~ U(a,b) significa que la variable aleatoria X tiene distribu-
cion uniforme sobre el intervalo (a, b).
La grafica de la funciéon de densidad de una distribucién uniforme es

firl
il

Figura 4.1. Funcion de densidad. Uniforme sobre el intervalo (0,1)

Obsérvese que fx(z) es funcién de densidad.

b_a >0 e I(a7b)(ac) > 0.

Por lo tanto,
1

fX(-T) = ml(a,b)(il?) > 0.

/abfx(:v)d:r: /abbiadac

1 b
=—— [ dx=1.
b—a/a o

Por lo tanto, fx(x) es funcion de densidad.

Por otro lado,
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Una aplicaciéon de suma importancia de la distribucién uniforme se pre-
senta en la simulaciéon de valores de variables aleatorias. De hecho, todo
algoritmo de simulacion estocéstica (simulacion de Monte Carlo), se basa en
la simulacion de valores de una variable aleatoria con distribucion U (0, 1).

Teorema 4.1. 5i X es una variable aleatoria con distribucion uniforme
sobre el intervalo (a,b), entonces,

BX] = a+b’
2
B (bfa)2
ebt_eat

mx(t) = mf{ﬂt;éo}(t) + Loy (1)

Demostracion. Primero la funcién generadora de momentos

EleX] = /ab (bic) e dx

etx b
= , sit#0.
(b - a)t a ?é
Entonces, para t # 0,
bt at
e —e
Bl = ——.
=T
Se calculara el limite de esta funcién cuando ¢ tiende a 0.
bt _ _at
lim Ele = lim € €
0 t=0 t(b — a)
b bt at
= lim <~ %

Por lo tanto,

mx(t) = Sy ez () + Ty ()

Por otro lado,

b—a
b

E[X]:/abx ! dx

1 22

b—a

2 a
1 b2 — a?
:b—a( 2 )
b+a
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

b1
E[XQ]:/ x2b dx

a —a

1 23

b—a?a

1 b —a?
_b—a< 3 )
a® + ab + b?
—

De esta manera,

_a’+ab+b®  (b+a)

VIX] = 3 1
_4b* + 4ab + 4a® — 3a* — 6ab — 3b
B 12
(b—a)?
= O
12

Para distribuciones uniformes, no es practico calcular los momentos por
medio de la funcién generadora de momentos, se sugiere para esta distribu-
cion, hacerlo por medio de la funcién de densidad.

Observaciéon. Para un valor de x del recorrido, la funcién de distribucién
Fx(z) se puede calcular de la siguiente forma:

FX(:E):/: Lt

b—a
_T—a
Cb—a’

De esta manera, la funcién de distribuciéon para todo ntmero real se
puede expresar de la siguiente manera:

Tr—a

Fx(2) = 3= Llap) (@) + L(p0)(2)-

Observacion. Consideremos a ¢ y d, tal que ¢ < d, ademas, ambos se
encuentran dentro del intervalo (a,b), entonces, Plc < X < d] se puede
calcular de diferentes formas,

| d—c
1)/ b—adm:b—a'

2) Por medio de la funcion de distribucion, esto es, Fx(d) — Fx(c).

3) Como el area por debajo de la grafica de la funcion de densidad entre ¢

y d, en este caso es el area del rectangulo con dimensiones 2 yd—c,

—a

siendo el area igual a 5 (d—c).
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4.2. Distribucién gamma

De las tres formas, la méas practica es la tercera.

Ejemplo 4.1. Se sabe que un autobus llegard de forma aleatoria en un

lapso de entre 0 y 15 minutos. Calcular

a) La probabilidad de que el autobus llegue después de 10 minutos.

b) La probabilidad de que el autobts llegue después de 10 minutos, dado
que se sabe que a los 5 minutos no llegé.

¢) La media y desviacion estandar del momento en que llegara el autobus.

X = Momento en el que llega el autobis.

X ~U(0,15).
1
La funcién de densidad es fx(z) = 1—5](0,15) (z).
a) La primera probabilidad
1 1
PX>100=5(—=)==.
X > 10] <15> 3

b) La segunda probabilidad

P[X>10|X>5]:P[(X>1O)H(X>5)]

P[X > 5]
_PX>10 1
~ PX>5 2

c) La media y desviacién estandar respectivamente E[X] = 1340 =75y

o= /U500 — 433333,

La primera probabilidad por medio de R es usando la siguiente instruc-
cion 1 — punif(10,0,15), siendo el resultado 0.3333333.

4.2. Distribucién gamma

En esta seccién se tratara la familia de distribuciones gamma, la cual tiene
muchas aplicaciones en diversas areas. Se dara la definicién de esta distribu-
cion y se estudiaran las propiedades méas importantes de esta familia.
Definicion 4.5. Una variable aleatoria continua X tiene distribucion gamma
con parametros r y A si su funcion de densidad esta dada por

)\7’

fx(z) = mxr_le_/\xl(o,oo) (), donde 7>0,A>0 vy

La funcion I'(r) es conocida como la funcion gamma de Euler o simple-
mente funcion gamma y tiene las siguientes propiedades:
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

1) T'(r)=(r—1I'(r —1).

2) I'(n)=(n—1)!,sineN.
3) I'(1/2) = /=.

En el caso de la distribucion gamma, el parametro r es de forma y el
parametro A es de escala, véase las siguientes dos graficas.

Se puede generalizar la funciéon de densidad gamma, introduciendo un
parametro de localizacion, esto es,

fx(x) = F)(\;) (2= 0) e g o ().

Esta version de funcion de densidad gamma no sera utilizada, a menos
que se indique.

Notacion. X ~ Gamma(r,\) denotara que la variable aleatoria X tiene
una distribucién gamma con parametros r y .

La funcién de densidad gamma tiene diferentes formas, estas dependen
de los valores de los parametros. A continuacion, se muestran algunos casos.

&)
-
-

Figura 4.2. Funciones de densidad gamma. Diferentes valores de
ryXfijo(A=0.5)

Figura 4.3. Funciones de densidad gamma. Diferentes valores de
Ayr fijo (r=3)
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4.2. Distribucién gamma

Es importante mencionar, en el caso donde r no es entero, la integral
(o.)
I(r)= / 2" te™®dz no se puede realizar en forma analitica.
0

Para conocer un valor de la funciéon I'(r), donde r no es entero, se pueden
aplicar métodos numéricos o utilizar algunos paquetes matematicos o esta-
disticos. Como consecuencia de este problema, para r no entero, no se puede
resolver en forma analitica la siguiente probabilidad

b A
Pla< X <b| = / g le Ay,
o T'(r)

No obstante, a continuacion, se demostrara que fx(z) es una funcion de

densidad, obsérvese

AN >0; 277> 0; eM>0; I(r)>0e I(9,00) () > 0.

De esta manera,

AT’
fx(z) = 2" e M (g 00y (z) > 0.

Por otro lado,

o A" 1 —)\ / 1 -
—a Tdx N~ Tdx
/0 I(r)

= — T “ATrdz.
_F(r)/o (\z)" e 2d

Se realizaré el cambio de variable: 4 = Az. De esta manera, du = Adzx.
Por lo tanto,

AT et g — L [T ey
rg ), o= e [ !
1
= mf‘(r} =1

Se concluye que fx(z) es funcion de densidad.

Las aplicaciones de la distribucién gamma son muy diversas, en princi-
pio si la variable aleatoria tiene recorrido los ntimeros reales no negativos,
existe una posibilidad de ser modelada por medio de la distribucién gamma.
Por mencionar algunos ejemplos, el tiempo en el que una méquina requiere
mantenimiento, el tiempo de vida de un componente electrénico, las ventas
mensuales de una empresa, la vida de un ser viviente, la cantidad reclamada
mensual en una compania de seguros, tienen posibilidades de ser modelados
por medio de la distribucién gamma.

Por otro lado, consideremos la variable aleatoria numero de eventos en un
determinado lapso de tiempo y supongamos que tiene distribucién Poisson
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

con paradmetro A, entonces, la variable aleatoria definida como el tiempo
para observar el r-ésimo evento tiene distribucion Gamma(r, A), resultado
que serd demostrado mas adelante (véase teorema 4.29).

El siguiente resultado trata con el valor esperado, varianza y funcién
generadora de momentos de una distribucién gamma.

Teorema 4.2. Sea X una variable aleatoria con distribucion gamma con
pardmetros r y A, entonces,

E[X] = 5,
VIX] = 55,

0= (25) = (1-1) 7 s

Demostracion. Se calculara la funcion generadora de momentos
mx(t) = Ele"]

:/ etzt A xr—le—)\zdx
0 I'(r)

> 1
—\" / 71‘T_1€_(>\_t)xdx
o T'(r)

)\’f‘ o A _ t T
_ / ( ) Lot g,
A=) Jo  T(r)
)\T’
= —Q, sit<A\ O
(A—2)

La tdltima integral corresponde a una funcién de densidad de una dis-
tribucién gamma con pardmetros r y A — t, siempre y cuando se cumpla
A —t > 0. Por lo que el resultado es valido siempre y cuando ¢ < .

La media y la varianza se pueden obtener a partir de funcién generadora
de momentos y se dejard como ejercicio para el estudiante.

Observacion. De acuerdo a la definicién 2.23, la distribuciéon gamma es de
cola ligera.

Teorema 4.3. Sea X una variable aleatoria con distribucion gamma con
parametros v y A, entonces, la moda M es igual a

r—1
A 9y
Demostracion. Se obtendra la primera derivada de la funcién de densidad y
se igualaré a cero,

M = str > 1.

d _ A" r—1_—\z —\z r—2

- fx(z) = ) [m e (=N +e M (r—1)x
AT a2

AN T,.T o 1l =o0.

I e " - r4+r—1=0

)
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4.2. Distribucién gamma

Obsérvese \r
—Ax_r—2
> 0.
" °
Entonces,
Az +r—1=0.
Por lo tanto,
r—1
xTr =
A

Obsérvese, si x > 0, entonces, se debe de cumplir r > 1.

Ahora, la primera derivada es negativa, si y solo si, —Ax+7r—1 < 0, esto
r—1
es, siy solosi, z > ——.
Por otro lado, la primera derivada es positiva, si y solo si, —Ax+r—1 > 0,
r—1

A
r—1
Por lo tanto, en x = N hay un méximo, dicho de otra manera,

esto es, si ¢ <

r—1
A )
Definicién 4.6. Sea X una variable aleatoria con distribucién gamma con

pardmetros n y A donde n es un ntmero entero, entonces, se dice que X
tiene distribucion Erlang con pardmetros ny A .

M = sir>1. O]

Notacion. X ~ Erlang(n, ), significa que la variable aleatoria X tiene
distribucién Erlang con pardmetros n y .

La distribucién Erlang tiene una importante relacién con la distribucion
Poisson, resultado que se va a explicar mas adelante, véase el terorema 4.29
y su demostraciéon correspondiente.

El siguiente teorema trata sobre la funcién de distribucién de una variable
aleatoria la cual se distribuye Erlang.

Teorema 4.4. Si X es una variable aleatoria con distribucion Erlang con
pardmetros n y A, entonces, la funcion de distribucion de X es igual a

La demostracion se deja para el estudiante, y se le sugiere que realice esta
por medio de induccién matemaética, utilizando, en su momento, integraciéon
por partes considerando v = t" 1 y dv = e Mdt.

Del teorema anterior, se puede observar que, para el caso de la distribu-
cion Erlang, la funcién de supervivencia es




Capitulo 4. Distribuciones continuas

Observacion. De los dos anteriores resultados, se puede ver

Fx(z)=1—-P]Y <n-—1]=P[Y >n],
Sx(z) = P[Y <n-— 1],
donde Y ~ Poisson(Az).

Ejemplo 4.2. La duraciéon (vida) en cientos de horas de determinado com-

ponente es una variable aleatoria con distribucion gamma (Erlang) con pa-

rametros r = 5 y A = 2. Calcular

a) La probabilidad de que un componente dure mas de 300 horas.

b) La probabilidad de que un componente dure entre 250 y 300 horas.

¢) El namero de horas promedio de la vida de un componente, asi como su
desviacién estandar.

d) La moda del tiempo de duracion.

X = Vida en cientos de horas de un componente.
X ~ Gamma(r =5, = 2).
a) La primera probabilidad se puede calcular

00 5
P[X > 3] :/ — zte .
3

Para resolver esta integral, se tendra que aplicar 4 veces integraciéon por
partes. Otra manera es aplicando el teorema 4.4.

4

Plx >3 =% [(Q)i(':)))]ie2(3)
=0 :
_ ~ 6 -6
el
=0

= e %1+ 6+ 18 4 36 + 54] = 0.28506.
b) La siguiente probabilidad
P[2.5 < X < 3] = Fx(3) — Fx(2.5)

4 i 4 i
- Z; [(2);!3)] e—20) _ 1 Z; [(2)(2'2!‘5)] o—2(25)
= 0.15544.

c¢) La media y desviacion estandar son, respectivamente, F[X] = 5/2 = 2.5
y 0 =+1.25 =1.11803.
En promedio dura 250 horas con una desviacién estdndar de 111.8 horas.
d) La moda es M = "1 = 2. Por lo tanto, la moda en horas es 200.
Por medio de R, las probabilidades anteriores se calculan respectivamen-
te: 1 — pgamma(3,5,2) y pgamma(3,5,2) — pgamma(2.5,5,2), siendo los
resultados respectivamente: 0.2850565 y 0.1554368.
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4.2. Distribucién gamma

Definicién 4.7. Una variable aleatoria continua X tiene distribucion ji cua-
drada con pardmetro v, si X se distribuye gamma con pardmetros r = 3 y

A= % El parametro v se le conoce como los grados de libertad de la distri-

bucién.
Notacion. X ~ x2(v) significa que la variable aleatoria X tiene distribucién

ji cuadrada con v grados de libertad.
Obsérvese que si X ~ x2(v), entonces, la funciéon de densidad, la media,

la varianza y la funcién generadora de momentos respectivamente son

l % v x

fX(:E) = i_?()%)xi—le_if(o’oo)(.x),
E[X] =v,
V[X] = 2v,

mx(t) = (1—2t)7"/2 sit <1/2.
La grafica de la funciéon de densidad de una distribucién ji cuadrada,
siempre es sesgada a la derecha, véase los siguientes casos, para diferentes
grados de libertad.

(T |
-.‘-
llI "...!
[ Ngd
3 P
l .i" ;},—"2""-:_——__ R ]
/ S
!.i : f‘/" _";q:-‘ "'-..__ e i Y "
i oy S g T
il P R R N
.I & _.,-“ e, oy '—____ _-‘——_, e
1 -~ ey e |
o B ——

Figura 4.4. Funciones de densidad de una distribucion ji cuadrada
con diferentes valores de grados de libertad

Esta distribucion adquiere mucha importancia en varios topicos de infe-
rencia estadistica, por mencionar algunos, cuando se realiza inferencia esta-
distica para una varianza, en pruebas estadisticas para datos categoricos, en
problemas de bondad de ajuste, entre otras aplicaciones.

Para calcular las probabilidades o cuantiles de una distribucién ji cua-
drada, se puede utilizar una tabla de esta distribuciéon (véanse tablas 3 y 4
del apéndice A) o se puede realizar el calculo por medio de algin software
como Excel o R.

Existe otra version de la distribucién gamma, la cual se denota como
Gamma(a, B) y su funcion de densidad esta dada por

fx(z) = Ba%(a)xa_le_%l(o,oo) ().
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

La relaciéon que existe entre los pardmetros r y A de la primera version,
con los parametros a y 8 de la segunda version es

1
a=r 'y ﬁ:X'

La media, la varianza y la funcién generadora de momentos, para la nueva
version de la distribucién gamma, son, respectivamente,

mx(t) = (1—Bt)", sit<1/8,
ElX]=ap,
V[X] = ap?

Es importante que el estudiante, cuando consulte algtan libro, articulo,
incluso algtin software, observe que version de la distribuciéon gamma se esta
considerando.

4.3. Distribucién exponencial

La distribucién exponencial, como se vera, es un caso particular de la distri-
bucién gamma. Fn esta seccidon se presentaran la definiciéon y sus principales
propiedades, entre las mas importantes, la propiedad de pérdida de memo-
ria. Por otra parte, se trataran algunos ejemplos que ayudaran a entender la
importancia que tiene este modelo para ser aplicado en problemas reales.

Definiciéon 4.8. Una variable aleatoria continua X tiene una distribucion
exponencial con parametro A si esta se distribuye gamma con parametros
r=1y A\

Para el caso particular de la distribucién exponencial, se incluira el ce-
ro en el recorrido de la variable. Entonces, la funciéon de densidad de una
distribucién exponencial con parametro A es

fx(x) = Ae I}y o) (z), donde A > 0.

Como se habia comentado en la anterior seccidén, A es un parametro de
escala.

Se puede generalizar la definiciéon de funcion de densidad exponencial,
considerando un parametro de localizacién de la siguiente manera:

fx(x) = )\e_’\(z_e)l[gpo)(m), donde A >0y 6> 0.

Las propiedades y ejercicios que se trataran de la distribucién exponencial
seran considerando un parametro de localizacién igual a cero, a menos que
se indique lo contrario.
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4.3. Distribucién exponencial

Notacion. X ~ Exp()) significa que la variable aleatoria X tiene una dis-
tribucién exponencial con pardmetro .

Existe una tnica forma de la grafica de la funcién de densidad exponen-
cial, esta se presenta a continuacion:

X

Figura 4.5. Funcion de densidad. Exponencial

En la secciéon anterior, para una distribucién gamma, se demostré que la
funcion fx(z) es de densidad.

De una manera similar que la distribucién gamma, la distribucién ex-
ponencial es un posible modelo para las variables aleatorias continuas con
recorrido no negativo, por mencionar algunos ejemplos, tiempo para obser-
var un suceso, tiempo entre suceso y suceso, tiempo de espera, tiempo de
atencién de un servicio.

Teorema 4.5. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion exponencial
con parametro \, entonces,

1
E[X]:Xv
1
V[X]:ﬁv
A AN

Este teorema es un caso particular del teorema 4.2, debido a que la
distribucion exponencial pertenece a la familia de distribuciones gamma.

También, se puede afirmar que la distribuciéon exponencial es de cola
ligera, véase definicion 2.23.

Obsérvese que la distribucion del ejemplo 2.16 es un caso particular de
la distribucién exponencial con A = 1.

Teorema 4.6. Si X es una variable aleatoria con distribucion exponencial
con parametro X\, entonces, la moda es M = 0.

d
Demostracion. Obsérvese d—fx(:l)) = Xe M(=)\) < 0, lo que significa que
x
la funcion de densidad es decreciente, por lo tanto, en x = 0 esta el maximo
de la funcién, por lo tanto, la moda es M = 0. O
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

La funcién de distribucién puede encontrarse en forma explicita, véase el
siguiente teorema.

Teorema 4.7. Si X es una variable aleatoria con distribucion exponencial
y pardmetro X\, entonces,

Fx(2) = (1 — ¢ ) g o) ().
Demostracion. Para x > 0,
x T
Fx(x) = / Ae Mdt = —e™M| = —e M 41
0 0
Entonces,
Fx(z) = (1 =€) Ijg o0y (2). O
Como consecuencia del teorema anterior, la funcién de supervivencia es
Sx(z) = €_>‘xI[07OO) (z).
También, se puede observar
Pla < X <b]=e % — e A

Igual que la distribucién geométrica, la distribucién exponencial cumple
con la propiedad de pérdida de memoria, véase siguiente teorema.

Teorema 4.8. Sea X una variable aleatoria con distribucion exponencial
con pardmetro X\, ademds sea a >0 y b > 0, entonces,

PIX >a+bX >a] =P[X >b|.

Demostracion. Obsérvese

P(X >a+b)N(X >a)
P[X > d
PIX > a+ ]
P[X > a]
e—Matb)

P[X >a+b|X >a] =

67)“1
e—)\b

= P[X > b]. O

Supongamos que la variable X se define como el tiempo hasta que ocurra
un determinado suceso. Entonces, el evento {X > ¢} se puede interpretar:
hasta el momento ¢, el suceso no ha ocurrido.

De esta manera, la propiedad de pérdida de memoria se puede interpretar
de la siguiente manera: dado que se sabe que el suceso no ha ocurrido hasta
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4.3. Distribucién exponencial

el momento a, esto es, que {X > a}, la probabilidad de que el suceso todavia
no ocurra en b tiempo mas, esto es, que {X > a+b} es igual a la probabilidad
incondicional de que el suceso no ocurra hasta el momento b, esto es, que
{X > b}.

Observemos que la informacion que se da, de que el suceso no ha ocurrido
hasta el momento a, no es una informacién relevante en ese momento, es
como volver a empezar a observar la ocurrencia del evento, esto es, desde el
momento cero.

Ejemplo 4.3. El tiempo en minutos de la llegada entre un cliente y un

cliente a un negocio es una variable aleatoria con distribucién exponencial y

parametro A = {s. Calcular

a) La probabilidad de que el siguiente cliente llegue después de 10 minutos.

b) De que el siguiente cliente llegue antes de los 20 minutos, dado que se
sabe que hasta los 10 minutos no habia llegado.

c¢) El promedio y desviacion estandar de la llegada del siguiente cliente.

X = Tiempo entre cliente y cliente.
X ~ Exp(A = ).
a) La primera probabilidad

PIX > 10] = e~ 15 = 0.513417.
b) La segunda probabilidad

P[X <20|X >10] =1— P[X > 20|X > 10]
=1-P[X > 10]
—-L110
=1—e 15" = 0.48658.

¢) El valor esperado y la desviacion estandar son, respectivamente, E[X]| =
15 minutos yo = 15.

La primera probabilidad por medio de R se calcula como 1—pexp(10,1/15),
siendo la respuesta 0.5134171. La segunda probabilidad después de aplicar
la propiedad de pérdida es el complemento de la anterior probabilidad.

En el siguiente ejemplo, se considera la mezcla de dos distribuciones,
donde una de ellas es la distribucién exponencial y la otra es una distribucion
discreta.

Ejemplo 4.4. Los gastos médicos de un asegurado por contraer una enfer-

medad se distribuyen exponencialmente con media igual a 1,000. La pdliza

de seguro indica que solo se pagaran los gastos médicos al asegurado hasta

una cantidad de 1,200. Encontrar

a) La funcion de densidad de los gastos médicos que pagara la compania al
asegurado.

b) La mediana de la cantidad que la compania pagara al asegurado.
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c) Dado que se sabe que el reembolso para un asegurado es menor a 800,
calcular la probabilidad de que este exceda a 500.
d) La media de la cantidad pagada por la compaiiia al asegurado.

a) Sea Y los gastos médicos de un paciente y X la cantidad pagada por
la compania al asegurado.

Se sabe que Y ~ Exp(A = 0.001). Por otro lado, obsérvese que la distri-
bucién de X es una mezcla de dos distribuciones, una distribucién continua
con recorrido el intervalo (0,1200) y otra discreta que toma solo un valor en
x = 1200. Se recomienda revisar definiciones y resultados de la seccion 2.14.

Sea fi(z) la funciéon de densidad de la distribucion continua y fa(z) la
funcion de densidad discreta.

La probabilidad de que la compaiifa pague al asegurado 1,200 es igual a

P[Y > 1200] = e~ 1000 = 0.30119.

Por lo tanto, la probabilidad de que la compania pague una cantidad
menor a 1,200 es P[Y < 1200] = 1 — 0.30119 = 0.69881.
De esta manera, la funcién de densidad de X es

fx(z) = p1fi(z) + p2fo(z)
= 0.69881 f1(z) + 0.30119 f2(x), donde

1 1 1 1 _x
fi(z) = <O 69881> 1000°€ 1000 /(¢ 1900 (T) = G0R8LC 1000 [ (0, 1200) (),

fo(z) = I{1200}(95)-

Por lo tanto,

= 0.69881
Fx(z) = 0.6988 <698'81

e 1099 10 100) (@) + 0301191200 (#)

= 10006750%](071200) (.Z') + 030119[{1200}(23)

b) Si P[X < 1200] = 0.69881, entonces, la mediana M se encuentra en
el intervalo (0,1200).
De esta manera,
P[X < M] =0.5.

Esto es,

Mo .
/0 100067de =0.5.

Por lo tanto,

M
1 —e 1000 = 0.5.

226



4.4. Distribucién beta

Se concluye que la mediana M = —1000in(0.5) = 693.14718.
c¢) La probabilidad se calculara considerando la parte continua de la dis-
tribucioén, esto es,

P[500 < X < 800]

P[X < 800]
67&5__6708

P[X > 500|X < 800] =

d) El calculo de la media se da a continuacion:

e~ 1000 dz: + (0.30119)(1200) = 698.80073.

1200
E[X] =
X] /0 1000

Es importante mencionar que existe otra versiéon de la distribucién expo-
nencial, la cual tiene la siguiente funcién de densidad
1

fx(z) = BE_%I[O’OO)(:E)7 donde S > 0.

Obsérvese que el pardmetro 3 es igual al reciproco del parametro A, esto
_ 1
es, 8= .
La media, varianza y funciéon generadora de momentos de esta nueva
version, respectivamente, son

mx(t) = (1— BB, si t < ;.
Esta version de la distribucion exponencial no sera utilizada a menos que
se indique.
Cuando se consulte literatura o algtin software donde este involucrada la
distribucién exponencial, es importante revisar cual de las dos versiones se
esta considerando.

4.4. Distribucion beta

En esta seccién se va a definir la distribucion beta, se trataran sus propieda-
des mas importantes, ademaés, se presentaran las diversas formas que tiene su
funcién de densidad, las cuales son importantes en las posibles aplicaciones
que tiene este modelo. Con la idea de dar a conocer algunas aplicaciones, se
presentaran ejemplos.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

Definicion 4.9. Una variable aleatoria continua X tiene distribucion beta
con parametros a y b, si su funcién de densidad esta dada por

fx(x) = 5(; ) %11 — x)b_ll(o,l)(w), donde a>0,b>0 vy

B(a,b) = /1 T N Loy )
0

1
La funcion B(a,b) = / 2% 1(1—2)Ydz es conocida como funcion beta

de Euler o simplemente funcidn beta.
Se puede demostrar que

T'(a)'(D
Bla,) = L)
I'(a+b)
Ambos parametros a y b son considerados parametros de forma, véase
las siguientes graficas.

Notacion. X ~ Beta(a,b) significa que X es una variable aleatoria con
distribucién beta con parametros a y b.

Observacion. Si X ~ Beta(1,1), entonces, X ~ U(0,1).
A continuacion, se presentan algunas formas de su funcién de densidad

Figura 4.6. Funciones de densidad, beta, a > 1 yb>1

Figura 4.7. Funciones de densidad, beta, a <1 o b < 1
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4.4. Distribucién beta

Es posible demostrar que la funcion fx(z) es de densidad, obsérvese
>0y (1—xz)t>o0.

Por lo tanto,

1
B(a,b) = / 21— 2)"lde > 0.
0

Ademés,
To,1y(z) > 0.

De esta manera,

Por otro lado,

! 1 a—1 b—1 _ 1 ! a—1 b—1
/0 ﬁ(a,b)x (1—2x) dx_ﬁ(a,b)/o 27 (1 —x)” dx
1
= By @M =1

Por lo tanto, fx(z) es funcion de densidad.

Las aplicaciones de la distribucién beta son muy diversas, pueden modelar
variables aleatorias como la proporcién de impurezas que tiene un determi-
nado liquido o la proporcién de tiempo que una maquina permanece parada
por mantenimiento, por mencionar algunas. En general, si la variable es una
proporcion (continua), la distribucion beta es un modelo posible para esta
variable.

Cabe mencionar que es posible modificar el modelo beta a una distribu-
cion con recorrido diferente al intervalo (0,1). De esta manera, al tener la
funcion de densidad de la distribuciéon beta una gran diversidad de formas
(véase anteriores graficas), la funcion de densidad modificada se podra tam-
bién considerar como un posible modelo para variables con recorrido diferente
al intervalo (0, 1), véase ejercicio 73 del capitulo 6.

Por otro lado, la distribucién beta ha sido un modelo muy importante
en la aplicacién de la estadistica bayesiana, donde los pardmetros de una
distribucién son considerados como variables aleatorias, tal es el caso de la
distribucién binomial, donde uno de sus pardmetros es p = proporcién de
éxitos, y es comun que la distribucién beta se considere para esta variable.

Para el caso de la distribucién beta, igual que la distribucién hipergeo-
métrica, no es util la funcién generadora de momentos. El siguiente resultado
tiene que ver con el calculo del k-ésimo momento y, como se vera, este se
calcula usando la funcién de densidad.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

Teorema 4.9. Si X es una variable aleatoria con distribucion beta con pa-
rdmetros a y b, entonces,

Bla+ k,b)

BX' = =50

Demostracion. Obsérvese

E[Xx*) = /1 mkﬁ(; b)x“_l(l —z) "z
=50 | ER e

1
= ﬁ(ajb)ﬂ(a—lrk,b). O

A partir de este resultado, es posible calcular la media y la varianza.

Teorema 4.10. Si X es una variable aleatoria con distribucidn beta con
pardmetros a y b, entonces,
a
a+b
ab
(a+0)2(a+b+1)

Demostracion. Usando el resultado del anterior teorema, se calculara E[X]|

E[X] =

VIX] =

Bla+1,b)
B(a,b)

I'(a+ 1)T'(b)

I'a+b+1)
L'(a)I'(b)

I'(a+b)

~al'(@)'(a+0b)

- I'(a)(a+b)(a+0b)

a+b

E[X] =

El segundo momento

Bla+2,b)
B(a,b)
T(a+ 2)0(b)
I'(a+b+2)
I'(a)'(b)
I'(a+0b)
B (a+1)al'(a)I(a + b)
- T(a)(a+b+1)(a+bI(a+b)

E[X? =
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4.4. Distribucién beta

ala+1)
(a+b)(a+b+1)

El calculo de la varianza

ala+1) a’
VIX] = (a+b)(a+b+1) (a+b)2
~ala+1)(a+b)—a*(a+b+1)
(@a+b)2a+b+1)
_ ab 0
(@+b2@+b+1)

Teorema 4.11. Si X es una variable aleatoria con distribucion beta con
pardmetros a y b, entonces, la moda M es
a—1
M=——7—— st a>1yb>1.
a+b—2 Y
Demostracion. Se calculara la primera derivada de la funciéon de densidad y
se igualara a cero

d 1 o B _ o
X = g e = DA =) 4 (= ) - e
_ 1 xa72 _xb72 —x(b— —2\a — —
= Sy 0 e+ (L= a)(a - 1) =0

Obsérvese

De esta manera,
—z(b—1)+(1—z)(a—1)=0.
Por lo tanto,
a—1
a+b—2

Se verificard que existe un maximo o un minimo en el valor encontrado.
El valor encontrado debe estar entre 0 y 1, esto es,

xr =

a—1

— < 1.
a+b—2

0<

Una opcién para que se cumpla la anterior desigualdad es que 0 < a — 1
y también 0 < a+b—2 estoes, 1 <ay2<a+b Ademas, se tendra que
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

cumplir a — 1 < a + b — 2, esto es, b > 1. En conclusién, se debera cumplir
quea>1yb>1.

Otra opcibnesque a —1<0ya+b—2<0,estoes,a<lya+b<2.
Ademaés, se debera cumplir a—1 > a+b—2, esto es que b < 1. En conclusion,
se debera cumplira <1y b < 1.

En resumen, se deberd cumplira >1yb>1oa<1lyb<1.

Obsérvese que la primera derivada de la funciéon de densidad es negativa
si y solo si

—z(b—-1)+(1—-2z)a—1)<0.
Lo anterior se cumple, si y solo si
a—1<z(a+b-2).

Sia>1yb>1, entonces,

a—1

> .
“ a+b—2
Sia<1yb<1, entonces,

a—1

< —:7.
v a+b—2

Por otro lado, la primera derivada de la funciéon de densidad es positiva,
si y solo si
—z(b—-1)+(1—-2z)(a—1)>0.

La anterior desigualdad se cumple, si y solo si
a—1>z(a+b-2).

Sia>1yb>1, entonces,

< a—1
T ——.
a+b—2
Sia<1yb<1, entonces,
S a—1
rT>—.
a+b—2
. a—1 . .
Esto es,sia > 1y b > 1, entonces, en 1 = ————— existe un méximo.
a+b—2 )
Por otra lado, si a < 1 y b < 1, entonces, en x = L, hay un
a+b—2
minimo.
En conclusién, la moda es
a—1
=—— sia>1yb>1. 0
a+b—2 Ha Y
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4.4. Distribucién beta

Observacion. Se puede apreciar que varias de las graficas que se presentan

en la figura 4.6 tienen una moda, estos son casos donde a > 1y b > 1. Por

otra parte, en la figura 4.7, obsérvese la grafica en forma de «U», esta tiene

un minimo y es un caso donde a < 1 y b < 1. En ambos casos, maximo y
. a—1

minimo, se encuentran en

a
El siguiente resultado da una solucién de la funcién de distribucién para
el modelo beta, cuando a y b son niimeros enteros.

Teorema 4.12. Si X es una variable aleatoria con distribucion beta con
pardmetros a = k yb =n —k + 1, donde n y k son numeros enteros no
negativos, y n > k. Entonces, la funcion de distribucion de X es igual a

Fy(z) = f: (?) 2 (1 — 2)" .

Jj=k

Se le sugiere al estudiante que realice la demostracién del anterior teore-
ma.

Observacion. En el anterior resultado, se puede ver que

n
> (”) I1—2)" 7 =P[Y >kl =1— Fy(k—1),
=k

donde Y ~ B(n,p = z).

Para el calculo de probabilidades con la distribucién beta, en el caso
donde a y b son enteros, se podra aplicar el teorema anterior o realizar la
integral correspondiente de la funcién de densidad, la cual sera la integral de
un polinomio. En el caso donde los parametros no son niimeros enteros, se
sugiere usar un software, en particular puede ser R.

Ejemplo 4.5. Se sabe que la proporcion de impureza que tiene cierta sus-

tancia liquida es una variable aleatoria con distribucién beta con parametros

a = 2 y b = 4. Para un envase que contiene esta sustancia, contestar las

siguientes preguntas

a) Calcular la probabilidad de que contenga entre 15 % y 30 % de impureza.

b) Calcular el promedio y desviacion estandar del porcentaje de liquido im-
puro que contiene un envase.

c¢) Los envases que contengan cierto porcentaje de liquido impuro o mas, se
regresaran como mercancia de mala calidad. Si se pretende solo regresar el
20 % de los envases, calcular a partir de qué porcentaje de liquido impuro
Se regresara un envase.

a) Obseérvese para la primera probabilidad
X = Porcentaje de liquido impuro en un envase.
X ~ Beta(2,4).
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

De esta manera, fx(z) = 20(z — 32% 4 323 — 2*) (o 1) ().

0.30
P[0.15 < X < 0.30] = / 20(z — 32% + 323 — 2)da
0.15
0.30

= 1022 — 202 + 152 — 42° = 0.30699.

0.15

b) La media y desviacion estandar son, respectivamente,

BlX] = 51 =

ab 9
= =1/ 4= = 0.17819.
g \/(a+b)2(a+b+1) Vs = 017819

c¢) La funcién de distribucion

Y

Wl

Fx(z) = / 20(t — 3t2 + 3t° — t*)dt
0
= 102% — 202> + 152* — 42°.

Es necesario encontrar las raices del polinomio

1022 — 2023 + 152* — 42° — 0.8 = 0.

Para encontrar las soluciones de esta ecuacion, en forma aproximada, se
puede aplicar un método numeérico, en este caso seria el método de Newton.
También se puede usar algtin software de matematicas o estadistica. En este
caso, usaremos R para encontrar el 0.80-ésimo cuantil de la distribucién
Beta(2,4), el cual es una de las raices del polinomio anterior, en este caso,
es aquella raiz que se encuentra en el intervalo (0, 1). La instruccion en R es
gbeta(0.80,2,4), siendo la solucién 0.49019.

La probabilidad del inciso a se calcula por medio de R usando el c6digo:
pbeta(0.30,2,4) — pbeta(0.15,2, 4), siendo la respuesta 0.30699.

4.5. Distribucion de Weibull

En esta seccion se trataré la familia de distribuciones de Weibull, se definira
su funcién de densidad, se presentaréan sus propiedades mas importantes y
las posibles aplicaciones que esta distribucién tiene en la vida real.

Definicién 4.10. Una variable aleatoria continua X tiene una distribucion
de Weibull con parametros a y b, si su funcién de densidad esta dada por

b 1 _(zy)
fx(iL'):J.l‘b 1e=(a) I(9,00)(7), dondea>0yb>0.
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4.5. Distribucién de Weibull

El pardametro a es de escala y el pardmetro b es de forma, se puede
apreciar esto en la siguiente grafica.

Notacion. X ~ W eibull(a, b) significa que la variable aleatoria X tiene una
distribucién de Weibull con pardmetros de escala y forma a y b, respectiva-
mente.

Observacion. La distribucion exponencial es un caso particular de la dis-
tribucién de Weibull, esto es, Weibull(a = A=, b = 1) = Exp()).

La definicién de una funcién de densidad de Weibull se puede generalizar
considerando un pardmetro de localizacion de la siguiente manera:

(@) = 2w 0p1e (5 1)

Mientras no se aclare, el pardmetro de localizaciéon no sera considerado.
Se presentaran diferentes formas de la funcion de densidad de Weibull,
donde se puede observar que uno de los casos es la distribucion exponencial.

Firl

Figura 4.8. Funciones de densidad de la distribucion de Weibull.
Diferentes valores de b y a fijo (a = 10)

Se demostrara que la funcion fx(z) es de densidad, obsérvese

1 z\b
—>0; 2"t >0; e (@) >0 e I(9,00)(7) > 0.

b > 0;
7ab

Por lo tanto,

Por otro lado,

0 z\b 0 b—1 z\b
/ %xb_le_(a) dx :/ S (2) e—(a) dx.
0 0

Se considera el siguiente cambio de variable

() (@)
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

De esta manera, la tltima integral es igual a

o
/ e “du=1.
0

Por lo tanto, fx(z) es funciéon de densidad.

Las aplicaciones de la distribucién de Weibull son importantes en temas
de confiabilidad y supervivencia. Es un modelo candidato para variables alea-
torias como el tiempo de duracién de algiin componente, el tiempo necesario
para que una maquina necesite mantenimiento o el tiempo de vida de un ser
vivo.

Como se vera mas adelante, la distribucién de Weibull para algunos casos
es una distribucién de cola pesada, y en este sentido, es un modelo impor-
tante para variables que toman valores extremos con probabilidades no tan
pequenas o despreciables. Por ejemplo, el reclamo excesivo de un siniestro a
una compaiia de seguros debido a la pérdida considerable por un evento na-
tural catastrofico, como un huracén o un sismo. También, el alza considerable
o caida de una accion bursatil.

En general, la distribuciéon de Weibull es un modelo candidato para va-
riables aleatorias con recorrido, los niimeros reales no negativos.

A continuacién, se trataran los resultados mas importantes de esta dis-
tribucion.

Teorema 4.13. Si X es una variable aleatoria con distribucion de Weibull
con pardmetros a y b, entonces,

E[X*] = a'T (IZ + 1) :

Demostracion. Se calculara E[X¥]

Donde se considera el siguiente cambio de variable

() w=()

De donde,
k
2 = urd.
Entonces,
g
E[X*] = d* uve “du
0
k
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4.5. Distribucién de Weibull

Teorema 4.14. Si X es una variable aleatoria con distribucion de Weibull
con parametros a y b, entonces,

E[X] = al <2+1),
V[X] = a® (F<Z+1>—F2 <i+1>>

Las demostraciones de estos tltimos resultados se logran aplicando el
teorema 4.13.

Teorema 4.15. Si X es una variable aleatoria con distribucion de Weibull
con pardmetros a y b, entonces,

Fr(z) = [1 - e—(ﬁﬂ Lo.00) ().

Demostracion. Para x > 0,

T [t b
—tb e dt
0

_ /0””3 (;)b le—<é>”dt

_ @Y

Por lo tanto,
X

Fy(z) = [1 - 6_(a)b] Lo.oo) (2). 0

Del resultado anterior, se puede obtener la funcién de supervivencia,
(%)
Sx(z) =e \a’ Ig ) ().

Teorema 4.16. S7 X es una variable aleatoria con distribucion de Weibull
con pardmetros a y b y ademds ¢ >0 y d > 0, entonces,

P[X >c+dX > = e_[<%) _(g)b}.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

Demostracion. Obsérvese

P(X >c+d)N(X > ¢)]
P[X > (]
P[X > c+d
P[X > (]
(=)
)

-[(=-)] -

Teorema 4.17. 51 X es una variable aleatoria con distribucion de Weibull
con pardmetros a y b, entonces, la moda M es igual a

P[X >c+dX >c =

®
—~

1
1\ b
Mza(l—b> , 81 b>1.

Demostracion. Se obtendra la primera derivada de la funcién de densidad y
se igualaré a cero.

L e = 5[ @ (L)) e 0102 o

Esto es,

Por lo tanto,

—_

115
=all—-| .
. { b]

El valor critico encontrado tiene que ser positivo. Esto se cumple, si y
solo si b > 1. Véase las diferentes formas de la funcién de densidad de la
distribucién de Weibull, figura 4.8, y en los casos donde hay una moda, es
cuando el parametro b es mayor que 1.
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4.5. Distribucién de Weibull

La primera derivada es negativa si

b x\b—1
1
x>a(1—b)

La primera derivada es positiva cuando

x <—2> (2)1)_1 +b—1>0.

Esto es, cuando

=

Esto es, si
1
1\ b
< 1—=] .
r<a < b)
En conclusién, hay un méximo en
1
1 L
r=a [ b} .
Por lo tanto, la moda M es
1
1\ b
M:a<1—b> , st b> 1. O

Observacion. Se puede demostrar para la distribucion de Weibull, en los
casos que 0 < b < 1, su funcién generadora de momentos no existe para
t > 0. De esta manera, se puede afirmar que la distribucién de Weibull,
cuando 0 < b < 1, es una distribucién de cola pesada.

Obsérvese las diferentes formas de funciéon de densidad de la distribucion
de Weibull en la figura 4.8, es notorio que la grafica con parametro de forma
b = 0.5 tiene una cola derecha con mas volumen que las demés funciones de

densidad.

Ejemplo 4.6. La duracién en horas de cierto componente es una variable

aleatoria con distribucién de Weibull con pardmetros a = 100 y b = 0.5.

Calcular

a) La media y desviacion estandar de la vida en horas de un componente.

b) La probabilidad de que un componente dure méas de 300 horas.

¢) La probabilidad de que un componente deje de funcionar antes de las 300
horas, dado que se sabe que hasta las 200 horas el componente seguia
funcionando.

d) El tiempo en horas, a partir del cual, la vida de un componente es mayor
a este tiempo con una probabilidad del 0.10.
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a) La media y desviacion estandar son, respectivamente,

E[X] = al <2 + 1) = 100I'(3) = 200,

o= %2 <F (2 - 1) ~ T2 (ll) + 1)) = v/200000 = 447.2136.
b) La primera probabilidad
PlX > 300] = e (38)"" = 0.17692.
c¢) La probabilidad condicional

P[X < 300/X >200] =1 — P[X > 300X > 200]

— 1 L) 2 27208,
d) Se debe de cumplir

t 0.5
090 =P[X <t]=1- e_(loo) .
Despejando t,
t= 100[—ln(0.1)]2 = 530.18981.

La probabilidad del inciso b por medio de R, se puede calcular como:
1 — pweibull(300,0.5,100), dando como resultado 0.1769212.

Para resolver el inciso d por R, el codigo es quweibull(0.90, 0.5, 100), siendo
la respuesta 530.1898.

4.6. Distribuciéon normal

En esta secciéon se definira la distribuciéon normal, una de las familias de dis-
tribuciones més importantes debido a sus aplicaciones, ya que es un modelo
muy usado en la practica. Ademas, es muy utilizado en forma aproximada
para variables, tanto discretas como continuas. También, es una distribucién
fundamental en varios topicos de métodos de inferencia estadistica.

Definicién 4.11. Una variable aleatoria continua X tiene distribucion nor-
mal con pardmetros p y o2, si su funciéon de densidad esta dada por

1 _@ow?
fx(x) = 5 e 202 , donde —co< pu<ooyo>0.
o

240



4.6. Distribucion normal

El parametro p es de localizacion y el parametro o2 es de escala. No tiene
parametro de forma, ya que la funcién de densidad siempre tendra la forma
de una «campanay.

Notacion. X ~ N(u,o?) significa que la variable aleatoria X tiene distri-
bucién normal con parametros p y o2

Esta distribucion también se le conoce como «campana de Gauss» o
«distribucion Gaussiana». En las siguientes graficas, se muestran diferentes

casos de la funcion de densidad.

LIy
—

Figura 4.9. Funciones de densidad de una distribucion normal.
Diferentes valores de ju y o fijo (0®> =4)

Se puede notar en las graficas anteriores, como se desplaza la gréfica de
la funcién de densidad por cambiar el valor del parametro u.

Kl

Figura 4.10. Funciones de densidad de una distribucion normal.
Diferentes valores de o y p fijo (u=20)

Entre mas grande sea o, mas ancha y més baja es la grafica de la funcién
de densidad. Entre mas pequeia sea o, la grifica es mas delgada y maés alta.

El hecho de que no aparece una funcién indicadora en la funcién de den-
sidad significa que el recorrido de la variable aleatoria es el conjunto de todos
los ntimeros reales. Mas es importante aclarar que dificilmente podemos en-
contrar ejemplos practicos, donde la variable aleatoria tenga como recorrido
los nimeros reales. No obstante, a pesar de esta situacion, las aplicaciones
de la distribucion normal son muy diversas, situacién que se va aclarar mas
adelante.

Un primer problema con la distribucién normal es que la funcién de
densidad no tiene una funcién primitiva o antiderivada elemental, por lo que
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el célculo de probabilidades no se podra realizar por medio de integrales
analiticas de la funcién de densidad.

A pesar de la situacién anterior, es posible demostrar que la funcion
fx(z) dada en la definicion 4.11 es de densidad.

Obsérvese

(z—p)?
V2r>0; o>0 y e 2?2 >0.

Por lo tanto,

fx(x) = e 27 >0.

V2mo
Por otro lado, se demostrara
© 1 _(@z=p?
/ e 202 dr=1.

—0o V21O

En la anterior integral, se considera el siguiente cambio de variable

— 1
z:x 'u; dz = —dz.
o o

Por lo tanto, el problema se reduce a demostrar que

o0 1 2’2
e 2dz=1.
/_oo V2T

Ahora, obsérvese
© 1 2 77 © 1 2 © 1w
[/ e_2dz} :[/ e_2dz] [/ e_2dv]
oo V2T o —oo V2T

2w
[e.e] o 1 22+U2
= / / —e 2 dzdv.
oo J—oo 2m

Se resolverd la anterior integral doble, y para su solucién se aplicara
coordenadas polares, esto es,

z=rsen(d); v=rcos(f).

De esta transformacion, se calculara el jacobiano correspondiente,

0: -
or 00
J =
ov o
or 00
_ |sen(0)  rcos(6)
~ lcos(0) —rsen(0)

= —rsen*() — rcos*(0) = —r.
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4.6. Distribucién normal

Por lo tanto, |J| = .
Entonces,

v2 27
/ / - dzdv—/ / r—e 2d9d7“
:/ re %d
0

Para esta tltima integral, se propone el siguiente cambio de variable

Yy = r2; dy = 2rdr.

o0 ,,.2 o0 1 y
/ 'r’e_?dr:/ —e 2dy = 1.
0 0o 2

Obsérvese que la tltima integral se realiza sobre todos los valores de una
funcién de densidad de una distribucién exponencial con media igual a 2.

Se concluye
oo 1 22 2
[/ e_2dz} =1.
—oo V2T

Entonces,

Por lo tanto,

oo V2T
Como
1 2
Ee 2 >0
Entonces,

o0 1 22
/ e 2dz=1.
oo V2T

Por lo tanto, la funciéon fx(z) es de densidad.

Algunos ejemplos donde es posible aplicar este modelo son las estaturas
o pesos de seres vivos de una misma especie o raza; las longitudes, didme-
tros o pesos de articulos fabricados de una misma linea de produccién bajo
un proceso estable; también, los ingresos familiares de una poblacién, por
mencionar algunos ejemplos.

Ademas, como ya se menciono, muchos modelos tanto discretos como
continuos pueden ser aproximados por la distribucién normal.

También por el teorema de limite central (que se tratard en el capitulo
7), las variables aleatorias como la media muestral, suma muestral, propor-
ci6bn muestral, entre otras, tienen aproximadamente una distribuciéon normal,
cuando el tamano de la muestra es «suficientemente grande».

En los ejemplos anteriormente mencionados, es posible que el recorrido
de la variable aleatoria involucrada no sea el conjunto de los niimeros reales,
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

mas esta situaciéon tiene una explicacion, el area debajo de la curva de la cola
derecha (izquierda) de la funcion de densidad, a partir de cierto valor (hasta
cierto valor), es despreciable, practicamente nulo. Por lo anterior, sera posible
considerar a la distribucién normal como modelo (en forma aproximada) para
varias variables aleatorias, a pesar de que el recorrido no sea los niimeros
reales.

El siguiente resultado trata de la media, varianza y funciéon generadora
de momentos de una distribucién normal.

Teorema 4.18. Si X es una variable aleatoria con distribucion normal con
pardmetros Yy o?, entonces,

a?t?
mx(t) =eM"T 2,

Demostracion. Se obtendra la funcién generadora de momentos

© 1 _@w?
mx(t) = e’ e 272 dx
S 2o
o0

1 P 2 —2px+p?
= / ee 202 dx
—0o V21O

0 1 222z (uto?t)+p?
= / e 202 dx
—oo V27O
oo 1 2?=2e(utolt)H(uto?t)? (uto?t)?—p?
= / 202 e 202 dx
oo V2O
(pto?t)>—p? oo 1 (z—(pto?t))?
—e 202 e 202 dx
—o0o V27O
L2 2u0 2t Lot — 2
—e 202 (]_)
2uo?t4oit? o2t2
—e 202 = @‘utJr 2 OJ

La ultima integral valié 1, ya que se integr6é sobre todos los valores de
una funciéon de densidad de una distribucion N(u + ot, 0?).
El calculo de la media y varianza queda como ejercicio para el estudiante.

Teorema 4.19. Si X es una variable aleatoria con distribucion normal con

. . X— L, .
media p y varianza o2, entonces, Z = =1 se distribuye normal con media
0 y varianza 1.
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4.6. Distribucién normal

Demostracion. Se calculara la funcion generadora de momentos de Z.

mz(t) = Ele”’]

(%)
=FE|e\ ?
Xt _pt

= Fleoc o

[ Xt
=e oF|eo

put

- t
— e rmx(L)

ptot . o2 t? 2
:e_aeuo+20 =e2

Esta ultima es la funcién generadora de momentos de una variable alea-
toria con distribucion N(0,1), por el teorema de unicidad (teorema 2.6),
entonces, Z ~ N(0,1). O

Una variable aleatoria que tiene distribucion N (0, 1) es denotada como Z,
y su distribucion es llamada normal estdndar. Al proceso de transformar una
variable aleatoria con distribucion N(u,o?) a una variable con distribucién
normal estandar, se le llama proceso de estandarizacion.

En principio, la probabilidad de una distribucién normal deberia ser cal-
culada por medio de una integral definida de la funcién de densidad corres-
pondiente, mas ya se habia comentado que la integral de una funcién de
densidad de una distribucién normal no tiene una solucién explicita en tér-
mino de funciones elementales. Entonces, el calculo de probabilidades de una
distribucién normal se calculara por medio de una tabla de probabilidades
de una distribucién normal estandar o por medio de algin software. Es im-
portante aclarar que, en cualquiera de los dos casos, lo célculos se realizan
por medio de métodos numeéricos.

La tabla que se utilizara para encontrar probabilidades de la distribucion
normal proporciona valores de la funcién de distribuciéon de una distribucién
normal estandar, para diferentes valores de la variable aleatoria. Esto es,
para un z especifico, la tabla dara el valor de

z 1 t2
Fz(z) = / e~ 2dt.
(2) .

En los siguientes ejemplos, se calcularan primero probabilidades y cuan-
tiles, para una variable aleatoria Z con distribucién normal estidndar. Para
estos calculos se usara la tabla de la funcién de distribucion normal estandar
que aparece en el apéndice A. En esta tabla aparecen valores de la funcion
de distribucién para valores de z entre 0 a 3.49. Para valores de z negati-
vos, se utilizaré la misma tabla, aprovechando que la funciéon de densidad es
simétrica con respecto al 0.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

Ejemplo 4.7. Si Z ~ N(0,1), entonces, calcular

a) P[Z < 1.5].

b) P[Z > 0.68].

c) P[Z < -1.2].

d) P[1.5b< Z <2.0].

e) P[-2.2< Z <0.97].

f) P[-22< Z < —1.5].

g) z tal que P[Z < z| = 0.95.

a) Para calcular P[Z < 1.5] se considera en la tabla, la interseccion entre
el renglon de z = 1.5 y la columna de 0.00. Por lo tanto, P[Z < 1.5] = 0.9332.
Véase la siguiente grafica

Figura 4.11. Probabilidad, ejemplo 4.7, a)

b) La probabilidad pedida

P[Z > 0.68] = 1 — P[Z < 0.68]
=1—0.7517 = 0.2483.

Obsérvese en las siguientes graficas la probabilidad calculada y su com-
plemento, respectivamente,

Figura 4.12. Probabilidad, ejemplo 4.7, b)
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4.6. Distribucién normal

L]

Figura 4.13. Probabilidad complemento, ejemplo 4.7, b)

c¢) La probabilidad se calcula de la siguiente manera:
P[Z < —-1.2] = P[Z > 1.2]
=1-P[Z < 1.2]
=1-0.8849 = 0.1151.

En la siguiente grafica, se observa la probabilidad calculada

T

Figura 4.14. Probabilidad, ejemplo 4.7, c)

Obsérvese que el area anterior equivale a la siguiente area

L

B

Figura 4.15. Probabilidad, ejemplo 4.7, c)
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

d) En este caso, la probabilidad se calcula

P[1.5< Z <2.0] = P[Z < 2.0] — P|Z < 1.5]
= 0.9772 — 0.9332 = 0.044.

Esta ultima probabilidad se puede apreciar en la siguiente gréfica:

Figura 4.16. Probabilidad, ejemplo 4.7, d)

e) La probabilidad se calcula como
P[-22< Z <097 =P[Z <097 - P[Z < —-2.2]
= P[Z <097 — (1 - P[Z < 2.2))
= 0.8340 — 1 4+ 0.9861 = 0.8201.

Obsérvese la siguiente grafica:

Figura 4.17. Probabilidad, ejemplo 4.7, e)

f) Obsérvese

P[-22<Z < -15]=P[l.5< Z <22]
= P[Z < 2.2] — P[Z < 1.5]
= 0.9861 — 0.9332 = 0.0529.
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4.6. Distribucion normal

En la siguiente grafica, se puede ver esta probabilidad
N

Figura 4.18. Probabilidad, ejemplo 4.7, f)

g) La busqueda del 0.95-ésimo cuantil se hace de manera inversa en la
tabla. Esto es, se busca la probabilidad acumulada més proxima a 0.95.
Obsérvese que existen dos valores, 0.9495 y 0.9505, siendo 1.64 y 1.65, los
cuantiles, respectivamente. Como ambas probabilidades quedan igualmente
distantes a 0.95, el 0.95-ésimo cuantil se aproxima al promedio de ambos
cuantiles, esto es, z = &21& = 1.645. Véase la siguiente gréafica.

Figura 4.19. Cuantil, ejemplo 4.7, g)

Los célculos anteriores se pueden realizar por medio de R, los c6digos res-
pectivamente se dan a continuacion: pnorm(1.5,0,1); 1 — pnorm(0.68,0,1);
pnorm(—1.2,0,1); pnorm(2,0,1) —pnorm(1.5,0,1); pnorm(0.97,0,1) —
pnorm(—2.2,0,1); pnorm(—1.5,0,1)—pnorm(—2.2,0,1) y gnorm(0.95,0,1).
Y las respuestas son: 0.9331928; 0.2482522; 0.1150697; 0.04405707; 0.8200733;
0.05290375 y 1.644854, respectivamente.

El siguiente ejercicio tiene que ver con el calculo de probabilidades y cuan-
tiles de una normal no estandar. Para calcular este tipo de probabilidades
nos apoyaremos en el proceso de estandarizacion, véase teorema 4.19.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

Ejemplo 4.8. Después de un estudio que se realizo sobre un bono financiero,
se puede afirmar que la distribucién del rendimiento mensual del bono tiene
distribucién normal con una media de 5.6 y una varianza de 1.44. Calcular
para un mes dado
a) La probabilidad de que el rendimiento esté entre 2 y 3.2.
b) La probabilidad de que el rendimiento sea superior 4.64.
¢) La constante c tal que la probabilidad de que el rendimiento sea menor a
¢, y sea igual a 0.45.
La variable aleatoria es
X = Rendimiento mensual del bono.
X~ N(5.6,1.44).
a) La primera probabilidad

2-56 < X —5.6 < 3.2—-5.6
1.2 1.2 1.2

=P[-3<Z < -2
=P2< Z < 3]
= 0.9987 — 0.9772 = 0.0215.

PR2<X <32/ =P

b) La siguiente probabilidad

X —-56 S 4.64 — 5.6
1.2 1.2

[Z > —0.8]
[Z < 0.8] = 0.7881.

P[X > 4.64] =

P
P

c) Obsérvese
P[X < ¢] = 0.45.

Esto es,

Figura 4.20. Cuantil, ejemplo 4.8, c)
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4.6. Distribucién normal

Estandarizando
X —-100 c¢—5.6
P = 0.45.
10 < 1.2 0-45
De esta manera,
— 5.6
P|Z < ] =0.45, donde ¢ = ¢ T
Obsérvese
P[Z > ] = 0.55.
Esto es,

P[Z < —] = 0.55.

Buscando en la tabla de la normal estandar, el valor que mas se aproxima
es —¢ = 0.13, por lo tanto, ¢ = —0.13(1.2) + 5.6 = 5.444.

Para los resultados anteriores, por medio de R se utilizan, respectiva-
mente, los siguientes codigos: pnorm(3.2,5.6,1.2) — pnorm(2,5.6,1.2); 1 —
pnorm(4.64,5.6,1.2) y gnorm(0.45,5.6,1.2). Los resultados son 0.02140023,;
0.7881446 y 5.449206, respectivamente.

Teorema 4.20. Si X es una variable aleatoria con distribucion normal con
media |4 Y varianza o2, entonces,

Moda = Mediana = Media.

Demostracion. Por el teorema 4.18, se sabe que la media es p.

Ahora, sea v la mediana, entonces,

P[X <v]=0.5.
Esto es,
X _ _
P[ “g”/q_PP<” ﬂ_05
o o o
Entonces,
R o
o

Por lo tanto, v = p.
Por otro lado, se calculara la primera derivada de la funcién de densidad
y se igualara a cero

d 1 7(5’7_/02 T—p
—_— = 20’2 — =
- fx(x) e { } 0.

2o

De esta igualdad, se obtiene como punto critico, z = pu.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

Obsérvese, de la primera derivada que

1 _ (2*/;)2 0
e o > 0.
V2o

: . " . . T =
Entonces, la primera derivada es positiva si y solo si ———— > 0, esto
o

—u .
> < 0, esto es, si x > u.

Lo que significa que en z = p hay un méaximo, por lo tanto, la moda es
Moda = p.

De esta manera, Moda = Mediana = Media. O

es, si x < p. Y es negativa si y solo si —

Teorema 4.21. Si X es una variable aleatoria con distribucidn normal con
media p y varianza o, entonces, los puntos de inflexion de la funcion de
densidad se encuentran en 4 — o y u—+ o.

Demostracion. Se obtendra la segunda derivada de la funcién de densidad y
esta se igualara a 0

d? 1 @wrro
= T 202 —
_ 1 (x—p) _
o 2ro o
Esto es,

\V2ro

Se puede observar

Por lo tanto,

2
x J—
L 2u) _0
o
Resolviendo la ecuacion, x = p + o.
Esto es, los puntos de inflexién se encuentran en y— oy p+ o. O

Observacién. Si X ~ N(u,c?), entonces, se cumplen las siguientes igual-
dades

Plp—0o <X < p+o]=0.6826,
Plp—20 < X < p+20] =0.9544,
Plp—30 < X < p+ 30] =0.9974.
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Se calcularan las anteriores probabilidades

—T— X — —
P[u—a<X<u+a]:P{M 7F - M<M+a M]
g g o

=P[-1<Z<1]
= 2P[Z < 1] — 1 = 0.6826.

— 20 — X - 20 —
P[M—20<X<,u+20]—P[M 7 F < M<MJr 7 ”}
g (o o

=P[-2< Z <2
=2P[Z < 2] — 1 = 0.9544.

“3o-u  X-— 30 —
P[u—30<X<,u,+30]:P[M Sl ,u<,u+a ,u]

g g (o
= P[-3<Z < 3]
= 2P[Z < 3] —1=0.9974.

Una interpretaciéon de las anteriores probabilidades es que si una variable
aleatoria tiene distribucién normal con media y y varianza o2, y es posible
obtener en forma independiente varios de sus valores (muestra aleatoria), el
68 % aproximadamente de estos valores se encontraran a lo més una des-
viacion estandar de la media, por otro lado, el 95% aproximadamente se
encontraran a lo més dos desviaciones estandar de la media, y casi todos los
valores se encontraran dentro de 3 desviaciones estandar de la media.

De acuerdo a lo anterior, para una variable aleatoria con distribucion
N(u,0?), la probabilidad de que tome valores a una distancia mas grande
que 3 desviaciones estandar de la media es muy pequena.

4.7. Distribucién lognormal

A continuacion, se va a definir la distribucion lognormal, se presentaran sus
principales propiedades y algunos ejemplos donde se ilustraran las aplicacio-
nes de este modelo.

Definicién 4.12. Una variable aleatoria continua X tiene distribucion log-
normal con parametros p y o, si su funcién de densidad esta dada por

1 (In(z)—p)*

fr@) =~ 27 L)

donde —co< p<oo y o>0.

Notacién. X ~ Logn(u,o?) significa que la variable aleatoria X tiene una
distribuciéon lognormal con parametros py o.
La forma de la funcién de densidad de una distribucién lognormal es
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

Figura 4.21. Funciones de densidad de una distribucion lognormal

Observacion. Una variable aleatoria con distribucion lognormal se puede
expresar en funciéon de una variable aleatoria con distribuciéon normal, esto es,
se puede demostrar que si Y ~ N(u,0?), entonces, X = e¥ ~ Logn(u,o?).
Este resultado sera util para demostrar resultados propios de la distri-
bucién lognormal y también para el calculo de probabilidades de esta dis-
tribucion. La demostraciéon de este resultado quedard pendiente, ya que se
necesita de metodologias para encontrar distribuciones de funciones de va-
riables aleatorias, material que se presentara en el capitulo 6.
Se puede demostrar que la funcién fx(z) de la anterior definicion es de
densidad, esto es,
1 1 _ (In(x)—p)?
— > 0; >0; e T>0y1(0,oo)(:c)20.

x V2o

De esta manera,

1 _ (n(2)—p)?
e 202 I(0,00) (z) > 0.

fx(z) =

TV 2ro

Se resolvera la siguiente integral

o0 1 _ (n(z)—p)*
/ e 202 dx.
0

xV2wo

Consideremos el siguiente cambio de variable y = In(x), de esta forma,
dy = %dm. Ademas, se puede notar que el recorrido de Y son todos los

numeros reales. Por lo tanto,

2

/00 1 3 (ln(gﬂ);u)2 p /00 1 (?JQ—lé) p .
e o xr = € oz = ].
0 xV2mo oo V27O Y

Por lo tanto, fx(z) es funciéon de densidad.

Obsérvese que la dltima integral es la integral de una funcién de densidad
de una distribucion N(u,o?), sobre todos los reales.

El siguiente teorema trata sobre la media y varianza de esta distribucion.
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Teorema 4.22. Sea X una variable aleatoria con distribucion lognormal con
pardmetros p y o2, entonces,

2

E[X] = Mt T,
V[X] = 420 _ ke’
Demostracion. Se sabe
E[X] = E[e¥], donde Y ~ N(u,c?).
Entonces,

E[X]

= E[e]

oo 1 w=w?

:/ eY e 202 dy.
o0 2no

Esta ultima integral es un caso particular de la integral que se calcul6 para
encontrar la funcién generadora de momentos de una distribucion N (u, o?)

con t = 1, por lo tanto,
2

E[X] = M7
Por otro lado,
E[X? = E[e*Y]
00 (y—p)*
:/ 2y 1 e yQUlé dy.
o 2mo

Obsérvese que esta ultima integral es un caso particular de la funcion
generadora de momentos de la distribucion N(u,o?), cuando t = 2, de esta
manera,

U2(4) 2
E[XQ] _ e,u(2)+ 2 — 2ut20°

Por lo tanto,

vix) = e vy’

2 2
_ 62u+2a _ €2u+a ) n

Observacion. Para una distribucién lognormal, no existe la funcién genera-
dora de momentos para valores de ¢t > 0. Lo que significa que la distribucién
lognormal es de cola pesada .

Los momentos de la distribuciéon lognormal no seran obtenidos a través
de la funcién generadora de momentos, mas el siguiente teorema trata con
el k—ésimo momento de esta distribucion.
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Teorema 4.23. Sea X una variable aleatoria con distribucion lognormal con
pardmetros p y a2, entonces,

2,52
2 .

E[Xk] _ ek,quk

Se queda como ejercicio, la comprobacién de este resultado.

La distribucién lognormal tiene aplicaciones en diversas areas, por men-
cionar algunas, en confiabilidad, en seguros, en finanzas. Siendo més especi-
ficos, puede modelar variables aleatorias, como los danos ocasionados por un
siniestro, también el precio de una accién financiera, entre varios ejemplos.
En general, puede modelar variables aleatorias continuas no negativas que
pueden tomar valores muy grandes o valores extremos con una probabilidad
no tan «pequenas.

Observacion. Si X es una variable aleatoria con distribucién lognormal con
2

parametros p y o, entonces, E[ln(X)] = py V[in(X)] =o°.
Observacion. El calculo de valores de la funcion de distribucion Fx(x),
de la lognormal, se puede realizar por medio de la funcién de distribucion
normal, esto es,

Fx(z) = P[X < 1]
= P[In(X) <In(x)]
= P[Y <n(x)]
_ P[Z < ln(xa—u],

donde Y ~ N(u,02)y Z ~ N(0,1).
Usando el anterior resultado, también es posible calcular valores de la
funcion de supervivencia Sx ().

Teorema 4.24. Si X es una variable aleatoria con distribucion lognormal
con parametros | y o, entonces, la moda M es igual a M = en=o,

La demostracién se deja como ejercicio para el estudiante.

Ejemplo 4.9. La cantidad reclamada por un asegurado por un tipo de segu-
ro es una variable aleatoria X la cual se distribuye lognormal con parametros
=37y o?=4. Para un asegurado seleccionado al azar, calcular

a) La probabilidad de que reclame méas de 200.

b) La probabilidad de que reclame entre 200 y 300.

c) La media y la desviacion estandar de la cantidad reclamada.

X = Cantidad reclamada por un asegurado.
X ~ Logn(3,4).
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4.7. Distribucion lognormal

a) La primera probabilidad
P[X > 200] = 1 — P[X < 200]
)

=1— P[in(X) < in(200)]
— 1 PY < In(200)]

200) —
=1-P|Z<L ln(();))S = 0.1251.
b) La segunda probabilidad
P[200 < X < 300] =P[In(200) < Y < In(300)]
_ P[Zn(QOS) 3, ln(30§) -3

= P[1.15 < Z < 1.35] = 0.0366.

c) La media y la desviacion estandar de la cantidad reclamada son, res-
2

ag
pectivamente, F[X] = e/t2 = 14841316 y 0 = Vent20? _ o2uto? —
1086.54398.

Utilizando R, las instrucciones para calcular las probabilidades de los in-
cisos a y b son, respectivamente, 1 — plnorm(200, 3,2) y plnorm(300, 3,2) —
plnorm(200, 3,2), siendo los resultados 0.1252453 y 0.03704022, respectiva-
mente.

Ejemplo 4.10. Se ha estudiado el comportamiento del precio de una accion
financiera, y se sabe que en un periodo no muy largo, la distribuciéon del
precio de la accién se distribuye lognormal con media igual a 25 y varianza
igual a 9. Calcular

a) El valor de sus parametros p y o.

b) La probabilidad de que el precio sea superior a 20.

c) El 0.9-ésimo cuantil.

a) Obsérvese,
2

[
et =25,

de esta manera,
2 4 02 = 2In(25) = In(625).

Por otro lado, ,
e?M207 — 9 4 625 = 634,

entonces,
21+ 20% = In(634).

Por lo tanto,

o? = In(634) — In(625) = 0.014297,
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w=1In(25) —0.5(In(634) — In(625)) = 3.211727.

b) La probabilidad se calcula

P[X >20] =1 — P[X < 20]
=1- P[Y < In(20)]
1 ply <m0 3211727
0.11957
=1- P[Z < —1.8064]
= P[Z < 1.8064] = 0.9649.

c¢) El 0.9-ésimo cuantil= (p g se calcula de la siguiente manera:

Fx(Co.9) = 0.9.
Esto es,
Fx(¢o.9) = P[X < (o]
= P[Y <In(Co9)]
_ply < mlGs) ~21727) _ o

0.11957
Por lo tanto,

ln(C().g) —3.211727

= 1.28.
0.11957 s

De esta manera,
In(Cog) = 1.28(0.11957) + 3.211727 = 3.364777.

En conclusién

Co.g = 3304777 — 98 927046.

Por medio de R, la probabilidad se calcula 1—plnorm(20, 3.211727, 0.11957),
donde la respuesta es 0.9645743. Para el calculo del 0.90-ésimo cuantil, el
codigo es glnorm(0.90,3.211727,0.11957), siendo el resultado 28.9324.

4.8. Distribucién de Pareto

En esta parte se presentara la definicién dela distribuciéon de Pareto y sus
principales propiedades, y se explicard la importancia de este modelo para
variables aleatorias que toman «valores extremos».
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4.8. Distribucién de Pareto

Definiciéon 4.13. Una variable aleatoria continua X tiene distribucion de
Pareto con parametros a y b, si su funcién de densidad esta dada por

ab®
fx(x) = e (b,00)(7), donde a >0y b > 0.
Notacion. X ~ Pareto(a,b) significa que la variable aleatoria X tiene una

distribucién de Pareto con parametros a y b.
A continuacion, se presenta algunas graficas de la funcién de densidad de

una distribucion de Pareto para diferentes valores de sus parametros.

L}

X

Figura 4.22. Funciones de densidad de una distribucion de Pareto

Diferentes valores de b y a fijo (a = 2)

Se demostrara que la funcion fx(x) es de densidad.

Obsérvese que

1
a>0, ba>0, W>0y1(b,oo)20

De este modo,

ab®
fx(.’t) = Wl(b,oo)(m) Z 0.

Ademas,

/ abaxaldx:ab“/ Ly
b b

1 o0
= —ab®—2z* =1.
a

b

Por lo tanto, fx(x) es funcion de densidad.

Observacion. Es posible demostrar, para una distribucién de Pareto, que
la funcion generadora de momentos no existe para valores de t > 0, lo que

significa que es una distribucién de cola pesada .
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

No obstante, el k—ésimo momento con respecto al origen si existe, véase
siguiente teorema.

Teorema 4.25. Si X tiene distribucidon de Pareto con pardmetros a y b,
entonces,
ab®

R stoa>k.
a_

E[Xx*) =

La comprobaciéon de este resultado se deja como ejercicio para el estu-
diante.

Teorema 4.26. Sea X una variable aleatoria con distribucion de Pareto con
parametros a y b, entonces,

b
E[X] = Ll’ sia>1,

ab?

=g

, sta> 2.

La demostracion del anterior teorema se deja como ejercicio para el es-
tudiante. Se sugiere aplicar el teorema 4.25.
El siguiente teorema trata con la funcion de distribucién de este modelo.

Teorema 4.27. Sea X una variable aleatoria con distribucion de Pareto con
pardmetros a y b, entonces, la funcion de distribucion estd dada por

e = {1 (2) oo

x aba
FX(.’I)) = /b ta?dt

= ab® / gt
b

T

Demostracion.

— _bat—a

b
=0z 7 %+1 si x>0

Por lo tanto,

Fx(w) = {1 (2)"} o0 ). O

De esta manera, la funciéon de supervivencia esta dada por

Sx(z) = <z>a1(b,oo)(x)-

260



4.9. Relaciones entre distribuciones

Ejemplo 4.11. La cantidad reclamada mensualmente por una empresa a

una aseguradora por las polizas de seguros de gastos médicos mayores de

sus empleados es una variable aleatoria X, la cual tiene una distribucién de

Pareto con pardmetros a = 20 y b = 20. Calcular

a) La media y la desviacion estandar de la cantidad reclamada por mes.

b) La probabilidad de que un reclamo sea mas de 35, dado que se sabe que
es mayor a 30.

c) A partir de qué cantidad, la probabilidad de tener un total de reclamos
mayor a esta cantidad es con una probabilidad del 0.02.

a) La media, la varianza y la desviacion estdndar, respectivamente

ab 400
E[X] = = —— =21.052
[X] a—1 19 05263,
ab? (20)(400)
VIX] = = = 1.23115
M= 2= T a9 s) ’
o = 1.10957.

b) La probabilidad pedida se calcula de la siguiente manera:

P[X > 35]
P[X > 30]

30\ 20
:<35> = 0.04582.

P[X > 35X > 30] =

¢) La cantidad reclamada ¢ debe de cumplir con la siguiente igualdad

P[X > ] = 0.02, esto es,
920\ 20
(%) —ooe
c

Por lo tanto, ¢ = 24.320836.
Entonces, la probabilidad de tener un reclamo mayor a 24.320836 es de
0.02.

4.9. Relaciones entre distribuciones

En esta seccion se presentaran algunos resultados donde se relacionan dos
distribuciones diferentes. Primero se presentaran y se comprobaran las re-
laciones que existen entre la distribuciéon Poisson con las distribuciones ex-
ponencial y gamma. Posteriormente, se presentaran resultados que serén
demostrados en el capitulo de convergencia, donde se relacionan las distri-
buciones Poisson, ji cuadrada y binomial con la distribucién normal.

A continuacion, se presentara la relaciéon que hay entre la distribucion
Poisson y la distribucién exponencial.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

Teorema 4.28. Se definen las variables aleatorias X = nimero de sucesos
en un determinado intervalo de tiempo yY = tiempo entre suceso y suceso (o
tiempo hasta que ocurra el primer suceso). Si X tiene distribucion Poisson
con pardmetro A entonces, Y se distribuye exponencial con pardmetro \.

Demostracion. Supongamos que X tiene distribucion Poisson ().
Ahora, obsérvese que el recorrido de la variable Y es el intervalo [0, c0),
y su funcién de distribucién se calcula de la siguiente manera:
Fy(y) = PlY <y]
=1-P[Y >y]
= 1 — P[Numero de sucesos en el intervalo (0,y] es igual a 0]

=1— P[X =0 (en un intervalo de longitud y)]

=1— ()\y)oe—)\y
0!
=1—e,

Por lo tanto,
Fy(y) =[1 - G_Ay]f[o,oo) (y).
Esto es,
fy(y) = /\67,\;,][0700) ().

Se concluye que Y se distribuye exponencial con pardmetro A. O

El siguiente resultado relaciona las distribuciones Poisson y gamma.

Teorema 4.29. Se definen [ as siguientes variables aleatorias X = numero
de sucesos en un determinado intervalo de tiempo, y Y = tiempo hasta ob-
servar el n-ésimo suceso. St X tiene distribucidon Poisson con pardmetro \,
entonces, Y se distribuye gamma (Erlang) con pardmetros n y \.

Demostracion. Supongamos que X tiene distribucion Poisson(\).
Ahora obsérvese que el recorrido de Yes el intervalo (0, o), ademas, su
funcién de distribucién se obtiene de la siguiente manera:

Fy(y) = P[Y <y
=1—-P[Y > y]
=1 — P[ Namero de sucesos en el intervalo (0,y] < n — 1]

=1— P[X <n—1( en un intervalo de longitud y)]

n—1 ;
_ (Ay)* .\
=1-2 T g

=0

Por lo tanto,

n—1 i
Fy(y) = (1 -y (A@,’)A> oo (®)
i=0
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4.9. Relaciones entre distribuciones

Obsérvese que esta es la funcion de distribucion de una Gamma(n, \),
véase teorema 4.4.

Se concluye que Y se distribuye gamma con parametros n y A. O

Ejemplo 4.12. El nimero de articulos vendidos en un almacén es una
variable aleatoria con distribucién Poisson con un promedio de 4 articulos
vendidos en una hora. Calcular la probabilidad de que

a) El primer articulo vendido sea antes de la media hora.

b) El segundo articulo vendido sea después de una hora.

a) Obsérvese

Y = Tiempo en el cual es vendido el primer articulo.

Y ~ Ezp(\ =4).

Cabe mencionar que el tiempo promedio en el cual se vende el primer

articulo es de 0.25 horas, esto es, el tiempo promedio es de 15 minutos.
Ahora,

P[Y < 0.5 = Fy(0.5)
—1— 405 — 0.86466.

b) En este caso,

Y = Tiempo en el cual se venden dos articulos.

Y ~ Gamma(r =2, =4).

El tiempo promedio para vender dos articulos es 0.5 horas, esto es, de
media hora.

De esta manera,

(4(1))
Y>1:Z () ) = 0.091578.

Los dos resultados anteriores se calculan por medio de R de la siguien-
te manera, respectivamente: pexp(0.5,4) y 1 — pgamma(1,2,4), donde los
resultados son 0.8646647 y 0.09157819 respectivamente.

El siguiente teorema se puede ver como el inverso de los anteriores resul-
tados.

Teorema 4.30. Se definen las siguientes variables aleatorias, X = numero
de sucesos en un determinado intervalo de tiempo (en una unidad de tiem-
po), Y = tiempo hasta que ocurra el n-ésimo suceso, y Y; = tiempo entre
el suceso i y el suceso i — 1, donde el suceso 0 es el inicio (momento cero).
S1Y1,Ys,...,Y, son variables aleatorias independientes con distribucion co-
mun exponencial con pardmetro A, entonces, X se distribuye Poisson con
pardmetro A.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

No se realizara la demostracion de este teorema, ya que se necesita de
teoria que por el momento no se ha visto. En particular, es necesario usar
la definicién de variables aleatorias independientes, la cual se vera en el
siguiente capitulo, definicién 5.8, ademés, se debe usar el siguiente resultado:
la suma de n variables aleatorias independientes con distribucién comun
exponencial con parametro A tiene distribucién gamma con pardmetros n y
A (resultado que se presentara en el capitulo 6).

Cabe mencionar que el anterior resultado tiene una aplicacién muy con-
creta en simulacién estocastica, es usado para generar valores de una variable
aleatoria Poisson, por medio de la distribucién exponencial.

Las siguientes relaciones entre distribuciones se comprobarén en el capi-
tulo de convergencia de sucesiones de variables aleatorias, cada uno de estos
resultados es una aproximacion de la distribuciéon normal a otras distribu-
ciones, como la distribuciéon Poisson, ji cuadrada y binomial.

Para propositos de explicacién, la funcién de distribucién de una normal
estandar se denotara como ®(z).

Primero se presentara la relacion entre la distribucién Poisson y la dis-
tribuciéon normal. Este resultado ayudard a aproximar probabilidades de la
distribucién Poisson por medio de la distribucién normal.

Si X es una variable aleatoria con distribuciéon Poisson con pardmetro
Ny Z = XT_/\)\’ entonces, Fz(z) —— ®(z), donde a —— b significa: a

A—00 c—00
converge a b cuando ¢ — oo.

La siguiente relacién es entre la distribucién ji-cuadrada y la distribu-
ciéon normal. Este resultado servird para aproximar probabilidades de la ji
cuadrada por medio de la distribucién normal.

Si X es una variable aleatoria con distribucién ji cuadrada con v grados
de libertad y Z = =% entonces, Fz(2) — D(z).

V2v’

Para ilustrar el resultado anterior, se puede apreciar en la grafica 4.4,
cémo la forma de la funcién de densidad de la distribucién ji cuadrada va
tendiendo a una grafica en forma de «campanay, cuando los grados de liber-
tad van creciendo.

El siguiente resultado trata sobre la convergencia de una distribucion
binomial a una distribucién normal. La comprobaciéon de este resultado es
una consecuencia del teorema de limite central, el cual se presentara y se
demostrara también en el capitulo de convergencia.

Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial con parametros

nypyZ= %, entonces, Fyz(z) — D(2).
Este tltimo resultado, ademas de aproximar probabilidades de una dis-

tribuciéon binomial por una normal, también tiene aplicaciones en inferencia
estadistica, en particular, en la construcciéon de intervalos de confianza y
pruebas de hipo6tesis para una proporciéon p.

Por dltimo, recordemos que en el capitulo anterior, se presentaron dos
relaciones mas entre distribuciones, la convergencia de la distribucién hiper-
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4.10. Distribuciones usadas en estadistica

geométrica a la distribucion binomial (véase teorema 3.7) y la convergencia
de la distribucion binomial a la distribucion Poisson (véase teorema 3.18).

4.10. Distribuciones usadas en estadistica

Existen distribuciones que son usadas con mucha frecuencia en estadisti-
ca, como la distribucién normal, la cual ya se presenté con sus principales
propiedades, la distribucion ji cuadrada, la cual es un caso particular de la
distribucién gamma, que también ya se present6. En esta seccion se presen-
taran otras dos distribuciones, la distribucion ¢ de student y la distribucion
F, las cuales son también muy usadas en diferentes temas de estadistica.

Definicién 4.14. Una variable aleatoria continua X tiene distribucion t de
student con v grados de libertad, si su funciéon de densidad esta dada por

+1
r () 1
r(3)
2 2

VY <1 + %)
Notacion. X ~ tstudent(v) significa que la variable aleatoria X tiene dis-
tribucion ¢ de student con v grados de libertad.

La forma de la grafica de la funcién de densidad de la distribucién ¢ de
student, es una campana como la distribucién normal estdndar, pero con
colas méas «pesadas». Véase la siguiente grafica donde se compara varias

funciones de densidad con distribucion ¢ de student y la funciéon de densidad
de la normal estandar.

fx(x) = donde v=1,2,...

v+1?
2

Figura 4.23. Funciones de densidad de t-student y normal estandar

Se puede observar que entre més grande sean los grados de libertad, la
grafica de la funcién de densidad de una distribucion ¢ de student se parece
més a la grafica dela funcién de densidad normal estandar.

Teorema 4.31. Sea X una variable aleatoria con distribucion t de student
con v grados de libertad, entonces,

E[X]=0, s v>1,

VIX] = st v>2.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

Observacion. Para la distribucién ¢ de student no existe la funcién genera-
dora de momentos.

Esta distribucion es muy usada en inferencia estadistica para construir
intervalos de confianza y pruebas de hipétesis para un promedio o para la
diferencia de dos promedios, entre otras aplicaciones.

A continuacion, se presentaré la definicion de la distribucion F.

Definiciéon 4.15. Una variable aleatoria continua X tiene distribucion F'
con v; grados de libertad en el numerador y v grados de libertad en el
denominador, si su funcién de densidad esta dada por

D) (m\T wrt
fX( ) (71) (1/_22) < ) (1 e (O,oo)( )7

V2

donde v, =1,2,...

Notacion. X ~ F(v1,19) significa que la variable aleatoria X tiene distri-
bucién F con v grados de libertad en el numerador y v5 grados de libertad
en el denominador.

La forma general de la grafica de una funciéon de densidad de una distri-
bucién F' se da a continuacién:

fixp

Figura 4.24. Funcion de densidad. Distribucion F

Teorema 4.32. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion F con vy
grados de libertad en el numerador y vo grados de libertad en el denominador,

entonces,

E[X] = Vg”i 5o siv2>2,

202 (v + vy — 2)
X]=-=2 ' 4.
V[X] s = 22— 4)’ st Vg >

Observacion. Para la distribuciéon F' no existe la funciéon generadora de
momentos.
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Ejercicios del capitulo 4

La distribuciéon F tiene varias aplicaciones en inferencia estadistica, en
particular, cuando se comparan estadisticamente dos varianzas de pobla-
ciones diferentes. También, en problemas de anélisis de varianza, donde se
comparan mutuamente varios promedios de diferentes poblaciones.

Tanto el calculo de probabilidades como el célculo de cuantiles de es-
tas dos distribuciones se realizaran por medio de tablas especiales. Para la
distribucién ¢ de student se puede encontrar una tabla en el apéndice A,
donde se presentan para algunas probabilidades fijas diferentes cuantiles,
considerando diversos grados de libertad. Para la distribucién F, también en
el apéndice A, se encontraran para algunas probabilidades diferentes cuan-
tiles, considerando diversos grados de libertad tanto en el numerador como
en el denominador.

Ejercicios del capitulo 4

1.- Una pelota se lanza aleatoriamente entre los puntos A y B. Calcular la
probabilidad de que

a) La pelota quede mas cerca de B que de A.
b) La distancia con respecto a A sea méas de cuatro veces la distancia
con respecto a B.

2.- Se sabe que la tasa de interés anual de un crédito es una variable alea-
toria con distribucién normal con media 15 y varianza 3.2. Para un ano
determinado, calcular

a) La probabilidad de que la tasa sea mayor al 18 %.

b) La probabilidad de que la tasa sea menor al 14 %.

c¢) La probabilidad de que la tasa sea mayor que el 15%, dado que se
sabe que la tasa es menor al 17 %.

d) El 0.4—ésimo cuantil.

3.- Una pieza fabricada no es ttil si tiene un didmetro menor a 90 milimetros
0 es superior a los 105 milimetros. Se sabe que el diametro en milimetros
de este tipo de piezas se distribuye normal con media y varianza 100 y
4.5 respectivamente. Calcular la probabilidad de que

a) Una pieza no sea ttil.

b) Todas las piezas satisfagan las especificaciones de calidad, de 5 pie-
zas seleccionadas al azar.

¢) Al menos dos piezas no satisfagan las especificaciones, de 10 piezas
seleccionadas al azar.

4.- Para la fabricacion de un articulo se requiere de cierta cantidad de un
producto. La cantidad del producto utilizado en un dia es una variable
aleatoria con distribucién exponencial con media igual a 2.5 toneladas.
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Capitulo 4. Distribuciones continuas

10.-

a) Calcular la probabilidad de que la empresa utilice méas de 3 toneladas
en un dia determinado.

b) Calcular la mediana de la cantidad de producto usado en un dia.

c¢) ¢ Qué cantidad del producto se tendra que almacenar, para que no se
agote en un dia dado, con una probabilidad del 0.967

Sea X una variable aleatoria con distribucion Gamma(r, \), encontrar
la media y la varianza de X.

La variacién en minutos del momento en que llega un alumno a clases es
una variable aleatoria X, con funcién de densidad fx(z) = cl|_5 5(z).
Obtener

El valor de c.
La funcién de distribucion de X.

a)

b)

) E[X]y V[X].
) P

)

O

d
e

(X < —2|X > —4].
El 0.80-ésimo cuantil.

El liquido en mililitros que arroja una maquina de refrescos es una va-
riable aleatoria con distribucién normal g y varianza 9. La méquina se
puede ajustar para lograr el valor de p deseado.

a) Encontrar el valor de p apropiado, si se desea que en vasos de 250
mililitros, solo se derrame el 1% de las veces.

b) Con el valor de p encontrado en a), calcular la probabilidad de que el
liquido arrojado para un vaso sea menor a 243 mililitros.

Sea X una variable aleatoria con distribucién normal con pardmetros pu
y o2, encontrar la media y la varianza de X.

El porcentaje de impurezas de cierto producto liquido por envase, es una
variable aleatoria X con distribucion Beta(a = 2,b = 4). Un envase con
mas de 40 % de liquido impuro no se puede vender. Calcular

a) La media y la varianza de X.

b) La moda de X.

c) El 0.2-ésimo cuantil.

d) La probabilidad de que un envase de liquido seleccionada al azar no
se pueda vender.

e) La probabilidad de que a lo méas un envase de liquido se pueda vender,
de 3 envases que se seleccionaron al azar.

Si X es una variable aleatoria con distribuciéon normal con media y
varianza igual a 100 cada una, calcular P[|X — 100| < 20].

11.- Sea X una variable aleatoria con distribucién de Pareto con parametros

a y b, encontrar la media y la varianza de X.

268



Ejercicios del capitulo 4

12.- Si X es una variable aleatoria con distribucion Gamma(r = 3, A = 2).
Usando la funcién de distribucién, calcular
a) P[X >1].
b) P[]2 < X <5].

13.- La proporcién de gasto de mantenimiento mensual para una méaquina,
de acuerdo a lo presupuestado, es una variable aleatoria X, la cual se
distribuye beta con parametros a =4y b = 1.

a) Calcular la probabilidad de que la proporcion de gasto en reparacion
en un mes sea mayor al 85 %.
b) Encontrar el 0.90-cuantil de la proporciéon de gasto mensual.

14.- La duracién en horas de cierto dispositivo electréonico es una variable
aleatoria X con distribucién exponencial con media igual a 120. Cuatro
de estos dispositivos trabajan en forma independientemente en un equipo.
El equipo falla si al menos dos de los componentes fallan. Calcular

a) La probabilidad de que el equipo funcione menos de 100 horas.
b) La probabilidad de que el equipo funcione al menos durante 200 horas.
¢) La media del nimero de componentes que duran al menos 200 horas.

15.- Si X es una variable aleatoria que se distribuye uniforme sobre el inter-
valo (—3,2), encontrar ¢ tal que P[X > ¢ — E(X)] =0.15.

16.- La vida en horas de un dispositivo es una variable aleatoria X, con
distribucién N (200, 02). Si un cliente requiere que el 90 % de los disposi-
tivos tenga una vida de por lo menos 180 horas, cudl es de la desviaciéon
estandar o que satisface las necesidades del cliente?

17.- El nimero de automoéviles que pasan por un crucero durante un intervalo
de un minuto, tiene una distribuciéon Poisson con media igual 2.

a) Sea Y el tiempo necesario para que el primer automovil pase por el
crucero. Calcular la probabilidad de que Y sea menor a 2 minutos.

b) Sea Y el tiempo necesario para que el cuarto auto pase por el crucero.
Calcular la probabilidad de que Y sea superior a 5 minutos.

18.- Si X es una variable aleatoria con distribuciéon beta, jes posible que

E [%] = 17 Justificar la respuesta.

19.- Contestar las siguientes preguntas:

a) Si X es una variable aleatoria con distribucion U(5,b), donde b > 5
y se cumple E[X]| = 8V[X], calcular el valor de b.

b) Si X es una variable aleatoria con distribucién Exzp(A = 5), calcular
la mediana.

¢) Si X es una variable aleatoria con distribucion N (i, 0?), y que cumple
P[X < 80] = P[X > 120] = 0.25, calcular los valores de p y o.
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20.- Si X es una variable aleatoria con distribucién normal con media y
varianza 0.5 y 1 respectivamente, calcular P[4 < X2 < 9.

21.- Sea X una variable aleatoria con distribucién lognormal con pardmetros
2 2
py o2, demostrar que E[X"] = #7707 /2,

22.- Supongamos que la cantidad reclamada en un seguro de automovil es
una variable aleatoria X con distribucién lognormal con parametros p =
4y o =1. Calcular

a) La media y la desviacion estandar de X.

b) La probabilidad de que se reclame menos de 150.

c) La probabilidad de que se reclame entre 100 y 250.

d) La probabilidad de que se reclame mas de 200 dado que se sabe que
se reclamaron mas de 150.

23.- Suponga que el tiempo de espera de un cliente en un restaurante para
que le sirvan lo que ordend es una variable aleatoria con distribucién
exponencial con media igual a 15 minutos. Se supone que los tiempos de
espera entre diferentes clientes son independientes.

a) Calcular la probabilidad de que un cliente sea atendido después de
media hora.

b) A los clientes que esperan un tiempo muy prolongado, el consumo
sera gratis. El dueno del restaurante esta dispuesto a pagar el 3% de
todos los consumos por exceso de espera. ;A partir de qué tiempo de
espera un cliente no pagara su consumo?

c) Para 5 clientes seleccionados al azar, calcular la probabilidad de que
al menos uno de ellos no pague la cuenta.

24.- Sea X una variable aleatoria con recorrido los nimeros reales y con fun-
cion de densidad dada por fx(x) = k2" Encontrar k. Recomendacion:
Expresar 2 = "2,

25.- Los rendimientos de una accién es una variable aleatoria X con distri-
bucion N(u,0?). Si el 0.46-ésimo cuantil es igual 12 y P[X > 15] = 0.32.
Encontrar la media y desviaciéon estandar de los rendimientos.

26.- Demostrar el teorema 4.12.

27.- Sean X1, Xo y X3 variables aleatorias independientes con distribuciones
N(0.5,1), N(1,4) y N(—0.5,1), respectivamente. Calcular la probabili-
dad de que

a) Exactamente dos de estas variables sean menores que cero.
b) Por lo menos una de estas variables sea menor que cero.

28.- Las ganancias logradas en una empresa en un dia, tiene distribuciéon de
Pareto, con media 80 y desviacion estandar 90.
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a) Calcular la probabilidad de que la empresa tenga una ganancia en un
dfa, por méas de 200 y menos de 300.

b) Encontrar el valor ¢, tal que la probabilidad de que las ganancias
diarias de la empresa sean menores a c sea igual a 0.95.

29.- Si X es una variable aleatoria con distribucion uniforme sobre el inter-
valo (a,b), tal que E[X] = 0.5y V[X] = 25/12, encontrar a y b.

30.- La proporcion de tiempo que una méaquina esté detenida en un mes es
una variable aleatoria X con distribucion Beta(1,3).

a) Calcular la media y la varianza de X.

b) Calcular la probabilidad de que la proporcion de tiempo que la ma-
quina esté parada en un mes dado sea superior al 50 %.

¢) Encontrar 7 tal que P[X < 7] = 0.85.

d) El costo C de una interrupcion por reparacion esta dado por C' =
20 + 8X + X 2. Encontrar la media y la desviacion estandar de C.

31.- El namero de clientes que llegan a un servicio se distribuye Poisson con
media igual a 5 clientes por hora. Calcular la probabilidad de que

a) Llegue el primer cliente antes de media hora.
b) Llegue el décimo cliente antes de los 90 minutos.

32.- Una caja es fabricada con una altura de 10 cm y con una base de X por
1.5X cm cuadrados. Si X se distribuye U(19.5,20.5), entonces, jcuél es
el volumen esperado de la caja en cm cibicos?

33.- Si X ~ N(6,16), calcular la probabilidad P[X? — 12X < —16].

34.- Por un seguro médico, un asegurado puede reclamar hasta 4 siniestros
en un ano. La cantidad reclamada por un asegurado al ano tiene distri-
buciones uniformes, sobre los intervalos (50, 100), (80, 150), (120, 200) y
(150,200), si el namero de reclamos al ano son 1,2, 3,4, respectivamente.
Por otro lado, las probabilidades de que un asegurado realice 0,1,2,3 y 4
reclamos al afio son, respectivamente, 0.6,0.15,0.12,0.1 y 0.03. Calcular

a) La probabilidad de que un asegurado reclame mas de 110 pero menos
de 160 en un afio.
b) La media y la varianza de la cantidad reclamada por un asegurado.

35.- Supongamos que X es una variable aleatoria con distribucién beta con
pardmetros a = k+2 y b= k+1, calcular la moda de X y qué condicion
debe cumplir k.

36.- Si X es una variable aleatoria con distribucién exponencial con paré-
metro \, demostrar que E[X*] = %, para k=1,2, ...
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37.- La cantidad vendida en una tienda en un dia es una variable aleatoria
X con distribucion de Weibull con pardmetros a = 50 y b = 1/3. Para
un dia dado, calcular

a) La probabilidad de que se venda més de 400.

b) La probabilidad de que se venda entre 300 y 350.

¢) La probabilidad de que se venda menos de 500, dado que se sabe
que se vendié mas de 300.

d) La media y la desviacion estandar de la cantidad vendida en un dia.

38.- La cantidad reclamada mensualmente por una poéliza de seguro es una
variable aleatoria con distribucién de Pareto con pardmetro a = 2 y
media igual a 200. Encontrar la mediana de la distribucion.

39.- Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme sobre el intervalo
(a,b), encontrar el k-ésimo momento con respecto al origen.

40.- Sea X una variable aleatoria con distribucion N (u,0?), tal que cumple
P[X < 49] =0.80 y P[X < 64] = 0.9. Encontrar u y o2.

41.- Sea X una variable aleatoria con distribucién lognormal con pardmetros
2
py 0. Demostrar que la moda es M = et~ 7",

42.- Si X se distribuye beta con pardametros a =6y b =7, jcudl es el valor
esperado de (1 — X)75?, ;cuél es el valor esperado de X*?

43.- Demostrar el teorema 4.4.

44.- Sea X una variable aleatoria, encontrar la funcién de tasa de fallos e
interpretarla, si

a) X se distribuye exponencial con parametro A.
b) X se distribuye Weibull con pardametros a y b.

45.- Se sabe que el precio de una accién es una variable aleatoria con distri-
bucién gamma con pardmetros r =3y A = % Si la moda del precio de

la accién es 4, calcular

a) El valor de .

b) La media y la varianza del precio de la accion.

c) La probabilidad de que el precio de la accién sea menor a 8.5.
d) El 0.9-ésimo cuantil.

46.- Sea X una variable aleatoria la cual se distribuye Beta(2,2), calcular
P[IX —0.3] > 0.2].

47.- La garantia de un articulo es de la siguiente manera: si el articulo falla
en los primeros 3 meses, se reembolsa el 100 % del valor, si la falla es entre
el tercer y sexto mes, se regresara el 80 %, en caso de que falle durante
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el segundo semestre, el reembolso es del 50 % y si el articulo deja de
funcionar durante el segundo afio, se pagara el 20%. De otra manera,
no hay reembolso. Se sabe que la duraciéon del articulo tiene distribuciéon
exponencial con promedio de 3 anos. Calcular el dinero esperado de la
garantia por 100 articulos adquiridos, siendo el costo unitario de 50.

48.- Sea X una variable aleatoria tal que sus momentos con respecto al origen

estan dados de la siguiente manera: E[X?™] = ;3””2: y BE[X?m1] =0,
para m = 1,2,3,... Encontrar la funciéon generadora de momentos y la

funcion de densidad de X.

49.- Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme sobre un inter-
valo de longitud %, la cual cumple con P[0.2 < X < 0.4] = 0.4. ;Cuél es
el rango de valores que puede tomar el limite inferior del intervalo de la
distribuciéon?, ;y el rango de valores del limite superior?

50.- Un inversionista crea un portafolio con 4 instrumentos de inversion: 1,
2, 3y 4, cada uno con una tasa variable. El 40 % de la inversion lo coloca
en el instrumento 1, el 20% en el 2, el 15% en el 3 y el resto en el ins-
trumento 4. La tasa de interés anual en porcentajes de cada instrumento
se distribuye normal, con medias 6.2, 10.5, 15.2 y 12.5, respectivamente,
y con varianzas 1.2, 2.4, 8.4 y 3, respectivamente. Calcular

a) La tasa de interés promedio del portafolio.

b) La varianza del portafolio.

c¢) La probabilidad de que la tasa anual del portafolio para un determi-
nado ano sea menor a 10.

51.- Calcular e interpretar la funcién de tasa de fallos para una distribucion
de Pareto con parametros a y b.

52.- Simx(t) = (1 —£)7% con t < 3 es la funcién generadora de momentos
de una variable aleatoria X, encontrar P[X < 4.5].

53.- El tiempo en horas que un trabajador tarda en terminar un trabajo,
se distribuye beta con pardmetros a = 3 y b = 2. El trabajador sera
compensado con un bono, si esta tarea la termina en forma rapida, esto
es, si la termina antes de 15 minutos recibira un bono de 100, si la termina
entre 15 y 25 minutos recibird un bono de 50 y si termina entre 25 y 30
minutos serd compensado con 20, en cualquier otro caso, no recibira bono
alguno. Calcular el bono promedio que recibira el trabajador.

54.- Una persona compra una lavadora con un costo de 42. La vida en afios de
esta lavadora se distribuye exponencial con media igual a 3. La empresa
ofrece 3 tipos de garantias para que el cliente seleccione una a la hora
de la compra. La garantia 1 le ofrece al cliente el reembolso del 50 %
de la lavadora, si esta deja de funcionar durante el primer afio de uso,
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y el 25 % si se descompone durante el segundo afio, de otro modo, no hay
reembolso. La garantia 2, consiste en pagar 42e~2*, donde z es el
momento en que la lavadora deja de funcionar. Y la garantia 3 ofrece
pagar el costo total, si esta se descompone durante los primeros 6 meses,
de otra manera no hay reembolso. ;Qué garantia le conviene mas al

cliente?

55.- Sea X una variable aleatoria con distribucién normal estdndar, encon-
trar la funcién de densidad truncada a la izquierda de 0.

56.- Sea X una variable aleatoria con distribucion Exp()), encontrar la fun-
cion de densidad truncada a la izquierda de 6, donde 6 > 0.

57.- Sea X una variable aleatoria con distribucion U(a,b), encontrar la fun-
cion de densidad truncada en el intervalo (¢, d), donde a < ¢ < d < b.

58.- Sea X una variable aleatoria con distribucion N (u,o?). Indicar como
obtener la funcion de densidad truncada en el conjunto (—oo,0)U(1, c0).

59.- Sea X una variable aleatoria con distribucion Weibull(a,b), encontrar
la funcion de densidad truncada en (0, ¢) U (d, o), donde 0 < ¢ < d.

60.- Demostrar el teorema 4.25.

61.- El retorno de inversiéon mensual en porcentaje es una variable aleatoria
con distribucion N(0.8,0.09). Se sabe que las inversiones entre dos meses
distintos son independientes. Se observa cada mes el retorno de inversién.

a) Para los 8 meses siguientes, calcular la probabilidad de observar al
menos dos meses con retorno negativo.

b) Calcular la probabilidad de observar por tercera vez un mes con re-
torno negativo, después del sexto mes observado.

c) Hasta el quinto mes, se ha observado retornos de inversiéon positi-
vos, calcular la probabilidad de observar por primera vez un retorno
negativo antes del décimo mes.

62.- Para un determinado siniestro, es preocupante para una compania de
seguros, los reclamos muy grandes. El reclamo de un asegurado por este
siniestro es una variable aleatoria X con distribucion Weibull(200,0.8).
Se supone independencia entre siniestro y siniestro.

a) Encontrar ¢ tal que X > ¢ ocurre con una probabilidad de 0.05.

b) Calcular la probabilidad de que el primer siniestro con un reclamo
superior a 1,000, sea antes del noveno siniestro.

¢) Calcular la probabilidad de que el tercer siniestro con un reclamo
superior a 1,000, sea antes del sexto siniestro.
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Introducciéon

En este capitulo se estudiaran las distribuciones para vectores aleatorios,
dicho de otra manera, las distribuciones conjuntas de dos o més variables
aleatorias. Se obtendran, a partir de la densidad conjunta, las funciones de
densidad marginales y condicionales. Se presentara la definicién de valor
esperado de una funcién de un vector aleatorio, enfatizando en los casos par-
ticulares de medias, varianzas, y para dos variables, se daran las definiciones
de covarianza y de coeficiente de correlacién, con algunas interpretaciones
practicas. Posteriormente, se daré la definicién de funcién generadora de mo-
mentos de un vector aleatorio y sus propiedades més importantes. Se tratara
el concepto de variables aleatorias independientes, explicando su importancia
en varias areas de aplicacion.

Un vector se dice que es aleatorio, si al menos uno de sus componentes
es una variable aleatoria.

Las letras maytusculas subrayadas representaran vectores y las letras mi-
nisculas subrayadas representaran un punto especifico del vector. Las letras
no subrayadas seguiran representando variables aleatorias o algin valor es-
pecifico, segtn sea el caso.

Esto es, un vector aleatorio se denotara como X = (X1, Xo,..., X,).

Un punto especifico del vector se representara como z = (1,2, ..., Tp).
Siendo mas especificos

(Xlzl‘l,XQZIEQ,...,anibn)
=((Xi=z1)N(Xa=22) N N (X = Tp)).

z = (x1,22,...,2p)

También, seré de interés el siguiente evento

(X1 <2, Xo < 29,..., X, < 2p)
= ((Xl Sxﬂﬂ(Xg Sajg)ﬂ”-ﬂ(Xn an))

En el caso particular de R?, el evento (X1 < a1,X5 < ag) tiene la si-
guiente representacion geométrica:
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{a.a;)

X
Figura 5.1. Region de {X; < a1, Xa < as}
El evento (a1 < X1 < by,a2 < Xo < bo,...,a, < X, < by,), también

seré de interés. En el caso particular de (a1 < X1 < by,as < Xo < by) tiene
la siguiente interpretacion geométrica:

e

Xy

Figura 5.2. Region de {a1 < X1 < b1,a2 < Xo < b}

Cabe mencionar que muchas de las definiciones para vectores aleatorios
son generalizaciones de las definiciones que se presentaron para una variable
aleatoria (véase capitulo 2).

5.1. Distribuciones conjuntas

A continuacion, se presentara la definicion de funcién de distribucion de un
vector aleatorio.

Definiciéon 5.1. Sea X = (X1, Xo,...,X,) un vector aleatorio, la funcion
de distribucion de X se denota como Fx (z1,22,...,%y), y se define como

Fx(x1,...,2y) = P[X1 < x1,...,X, <], para todo (z1,...,x,) € R".
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A continuacion, se presentara un ejemplo.

Ejemplo 5.1. Se lanzan 2 tetraedros y se definen las siguientes variables
aleatorias: X7 = Resultado del primer tetraedro, X5 = El nlimero mas grande
de ambos resultados. Obtener la funcién de distribucién para valores del
recorrido de X.

Obsérvese que los recorridos individuales de X7 y Xs son, respectivamen-
te,r1 =1,2,3,4y xzo = 1,2, 3,4. Mas es necesario saber el recorrido conjunto
de ambas variables para calcular la funcién de distribucion del vector.

El recorrido de X es z = (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),
(3,3),(3,4),(4,4).

Graficamente el recorrido es

2 & & & &
3 L] L] -
Eed
=
2 * .
.
a 2 a 4
X

Figura 5.3. Recorrido conjunto de Xy y Xo, ejemplo 5.1

Obsérvese que el espacio muestral es Q = {(1,1), (1,2), (1,3), (1

(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(4,1),(4,2), (4,3), (4,4) }.
Se calcularé la funcion de distribucion para algunos puntos del recorrido,
Fx(1,1)=PX1 =1,Xo=1] = 16,

Fx(1,2) =P[X; <1,X5 <2 = Fx(1,1)+ P[X;1 =1, X, = 2]

4),(2,1),

= 15+ 16 = 157

F (2,2):P[X1 §2,X2§2] :Fx(1,2)+P[X1:2,X2:2]

-2 2 4 o

=16 T 16 =~ 16

F_2,3):FX(2, ) P[X1—1X2—3]+P[X1—2X2—3]
4,1, 1 _ 6

Obsérvese la funciéon de distribucién para diferentes puntos que no forman
parte del recorrido.

Fx(5,1) = Fx(4,1) = Fx(3,1) = Fx(2,1) = Fx(1,1) = 4
F&(5>2) - F&(47 2) = Fi(372) = F&(272) = 14_6’

F_(5a3) = F_(473) = FK(373) = ]_%a

F_(575) = F_(475) = F&(574) = F&(4 4) =1
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La siguiente tabla nos muestra valores de la funcion de distribucién para
puntos del recorrido del vector aleatorio, ademas, para algunos puntos fuera
del recorrido.

z

zo | 1 2| 3 4 5
1 1/16 | 2/16 | 3/16 | 4/16 | 4/16
2 1/16 | 4/16 | 6/16 | 8/16 | 8/16
3 1/16 | 4/16 | 9/16 | 12/16 | 12/16
4 1/16 | 4/16 | 9/16 | 1 1
5 1/16 | 4/16 | 9/16 | 1 1

Tabla 5.1. Funcidn de distribucion, ejemplo 5.1

Como en el caso univariado, la funcién de distribucién tiene propiedades,
estas se darén a continuacién para el caso bivariado.

Propiedades de una funcién de distribuciéon bivariada

Sea X = (X7, X2) un vector aleatorio y Fx(x1,z2) su funcion de distribu-
cién, entonces,

(I) lim Fx(xl,l‘g) 0.
T1—r —O0O
0.

(H) lim Fx({L‘l,{L‘Q) =
To—r —OO

()  lim Fy(z1,22) =0.
T1—r—00
Tr2—r—00

(IV) z}llnoo F&(:ﬂl,xg) =1.

To—00

) lim FX xr1 —I—h 1'2) Fx(l‘l,l‘g).
0<h— 0O

) x1, T2+ h) = Fx (21, x2).

)

v (
(vi) lim Fx(
lim F (xl—I—h l’g—l—h) FX(SL‘l,SL‘Q).
)

0<h— 0
(viI
0<h— 0
(virl) Fx(x1,22) es una funcién monétona no decreciente en R?. Esto es,

para (ai,b1) v (az,b2) € R?, tal que a; < ag y by < bo, se cumple
Fé(ag,bQ) — Fé(al,bg) — Fé(ag,bl) + Fé(al,bl) Z 0.

Observacion. Cuando una de las variables tiende a —oo, la funcién de
distribucién bivariada tiende a 0, vease propiedades (I) y (II), no obstante, las
dos variables deben tender a oo, para que la funciéon de distribucion bivariada
tienda a 1, vease propiedad (IV). En el caso de que solo una variable tienda
a 00, se puede observar que la funcién de distribucién conjunta tiende a una
de las funciones de distribuciones univariadas, esto es,

hm FX(IL’l,fI:Z) FXQ(xQ)a
r1— OO

Iim Fx(l‘l,xg) FX1($1).
To—r OO
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Es importante mencionar que las propiedades de una funcién de dis-

tribucién para un vector en R™, cuando n > 3, no son faciles de expresar.
También, para vectores en general, no es practico el calculo de probabilidades

por medio de la funcién de distribucién.

Definiciéon 5 .2. Un vector aleatorio X = (X1, Xa, ..., X,) es discreto, sisu

recorrido en R"™ es finito o infinito numerable.

Observaciéon. Un vector aleatorio X es discreto si y solo si cada uno de sus
componentes es una variable aleatoria discreta.

Definicién 5 .3. Sea X = (X3, Xa, ..., X,,) un vector aleatorio discreto. La
funcion de densidad de X o la funcion de densidad conjunta de X1,..., X,
es denotada como fx(x1,22,...,2,) y se define como

[x(z1,29,...,2n) = P[X1 = 21,..., X, = 2], para todo (z1,...,x,) € R™.

Propiedades de una funcién de densidad conjunta discreta

Para una funcion de densidad fx(z1,2,...,%y), se cumplen las siguientes

propiedades:
(1) fx(z1,z2,...,2,) >0, paratodo (z1,...,2,) € R™.

() > 30 fx(mnza,. @) =1

T2 T1

Teorema 5.1. Sea X = (X1, Xo,...,X,) un vector aleatorio discreto, en-
tonces, la funcion de densidad de X puede obtenerse a partir de la funcion
de distribucion de X, y viceversa.

Demostracion. (Para n = 2)
La funcién de distribucion en términos de la funcion de densidad es

Fx(a1,a2) = > fx (@1, 22).
{(#1,22)|z1<a1,x2<az}

Ahora, la funcién de densidad puede expresarse en términos de la funcién
de distribucién de la siguiente manera:

fx(a1,a2) = P[X1 = a1, X2 = as)]

= Fg(al, ag) — Oil/hn—l)OFK(al — h, ag)

— I F —h 1 F —h —h). OJ
0<1hrgo x (a1, a2 )+0<lhrgo x (o1 182 )

Ejemplo 5.2. Obtener la funcién de densidad del vector aleatorio definido
en el ejemplo 5.1.
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La funcion de densidad de X para algunos puntos del recorrido
fx(L1)=PX1=1,Xo=1] = &,
fx(1,2) = P[X; =1,Xs = 2] = 4,
fx(2,2) = P[X1 =2,Xy =2] = 5

N[N

La siguiente tabla muestra valores de la funcién de densidad para los
diferentes puntos del recorrido.

€1

zo | 1 2| 3 4
1 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16
2 0 |[2/16 ] 1/16 | 1/16
3 0 0 3/16 | 1/16
4 0 0] 0 |4/16

Tabla 5.2. Funcion de densidad, ejemplo 5.1

Queda como ejercicio para el estudiante confirmar los valores de la ante-
rior tabla.

Observacion. Si X = (Xi,...,X,) es un vector discreto y C' es un subcon-
junto del recorrido de X, entonces, P[X € C] es la suma de fx(x1,...,2y)
sobre la region C.

Ejemplo 5.3. En una urna hay 3 bolas rojas, 2 blancas y 3 negras. Se
seleccionan al azar 3 bolas. Se definen las siguientes variables aleatorias:
X1 = Numero de bolas rojas en la muestra, Xo = Nimero de bolas blancas
en la muestra. Encontrar la funcion de

a) Densidad del vector aleatorio X = (X1, Xo2).

b) Distribucion para los puntos del recorrido del vector X = (X7, Xs).

El recorrido del vector es
(331,932) = (Oa 0)7 (07 ]-)7 (0, 2)a (07 3)7 (17 0)’ (1a 1)7 (17 2)7 (270)7 (27 1)'

L] [ ]
}?
L L] L]

X

Figura 5.4. Recorrido conjunto de Xy y Xo, ejemplo 5.3
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a) La funcion de densidad para puntos del recorrido es

fx(x1,22) = P[X1 = 21, Xo = 22]

3 2 3
_ (951) <$2) (3 — 71— xz)
= < .
(5

Obsérvese que los puntos del recorrido forman casi un tridngulo formado
por los puntos con componentes enteros, el cual esta limitado por las rectas
X9 =0, X; =0y X1 + X3 = 3, solo faltaria el punto (0,3). Si este tltimo
punto lo evaluamos en la anterior expresién de la funcién de densidad, el
resultado es 0. Para facilitar la expresion de la funcién de densidad con

funciones indicadoras, se incorporara este punto. De esta manera, podemos
expresar la funciéon de densidad con funciones indicadoras de la siguiente

forma:
1) \x2 ) \3 — 21 — 22

fx(z1,22) = S

Se puede observar que la funcion de densidad valuada en el punto (0, 3)
es cero, debido a que las combinaciones (52) en este punto valen cero.

Habra méas ventajas de expresar la funcién de densidad conjunta como
se acaba de hacer (puntos limitados por un tridngulo), estas se apreciaran,
cuando se obtengan mas adelante, las funciones de densidad marginales y
funciones de densidad condicionales, asi como la obtenciéon de la funcién
generadora de momentos conjunta.

La funcién de densidad conjunta de X7 y Xo en formato de tabla, para
puntos del recorrido, se da a continuacién:

Lo, 3—a0y (71) If0,1,2,3) (72).-

Tl

22| O 1] 2
0 1/56 | 6/56 | 3/56
1 9/56 | 18/56 | 3/56
2 9/56 | 6/56 | 0
3 1/56 0] 0

Tabla 5.3. Funcidon de densidad de X1 y Xo, ejemplo 5.3

Obsérvese que para cualquier otro punto en R?, la funcién de densidad
vale cero, también se puede ver que la suma total de las anteriores probabi-
lidades es igual a 1.
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b) A continuacion, se presentara la funcion de distribucion para puntos
del recorrido

X1

2| 0 1] 2 3 4
0 1/56 | 7/56 | 10/56 | 10/56 | 10/56
1 10/56 | 34/56 | 40/56 | 40/56 | 40/56
2 19/56 | 49/56 | 55/56 | 55/56 | 55/56
3 20/56 | 50/56 | 1 1 1
4 20/56 | 50/56 | 1 1 1

Tabla 5.4. Funcidn de distribucion de X1 y Xa, ejemplo 5.8

Observacion. Las distribuciones de X y de X9 son, respectivamente, H(N =
8,k=3n=3)y HIN =8,k =2,n=3), esto es,

)
§

o= s ")
§

La funcién de distribucién de X7 para valores del recorrido

1{0,1,2,3} (1),

It0,1,2(72).

z1 | Fx, (1)
0 | 10/56
1 | 40/56
2 | 55/56
3 1

Tabla 5.5. Funcidn de distribucion de X1, ejemplo 5.3

La funcién de distribucién de Xy para valores del recorrido

11¥2($2)
20/56
50/56
1

N=O8
I\

Tabla 5.6. Funcidn de distribucion de X5, ejemplo 5.3

Obsérvese que los valores de la funcion de distribucién de X7 coinciden
con los valores de la columna de X5 cuando 9 = 2 de la tabla de la funcién
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de distribucion conjunta de X7 y Xs. Y los valores de Fx,(x2) coinciden con
los valores del renglén de X; cuando z; = 3.

Definicién 5.4. Un vector aleatorio X es continuo si su funcién de distri-
bucién Fx(x1,...,%,) es una funcién continua para todo (z1,...,z,) € R™.
El vector X es absolutamente continuo, si es continuo y si ademés existe una
funcion fx(z1,...,zy) tal que

Tn x2 1
Fx(m,...,xn):/ / / fx(ti,... ty)dtidty - - - dt,

donde la funcion fx(z1,...,zy) es llamada funcion de densidad de X.

Solo se trataran vectores aleatorios absolutamente continuos y no vectores
que sean continuos y que no sean absolutamente continuos. Entonces, cuando
se mencione que el vector X es continuo, es porque también es absolutamente
continuo.

Observacion. Un vector es continuo, si y solo si cada componente del vector
es una variable aleatoria continua.

La funcion de densidad del vector X o también llamada funcidn de den-
sidad conjunta de X1, Xo, ..., X,, es fundamental para el calculo de proba-
bilidades y valores esperados. A continuacién, se presentaran las propiedades
de esta funcion.

Propiedades de una funcién de densidad conjunta continua

) fx(x1,... para todo (z1,...,x,) € R™

(11) / / / fX (x1,...,2p)dx1des - - - dX)y = 1.

Teorema 5.2. Sea X un vector aleatorio continuo, la funcion de densidad
de X se puede obtener a partir de la funcion de distribucion de X y viceversa.

Demostracion. Por definicion de vector absolutamente continuo,

Tn xo 1
FX(xla"'afL'n):/ / / f&(tl,---,tn)dtldtQ"'dtn

Por el teorema fundamental de célculo

aTL
T, ,Xp) = ———Fx(x1,...,2Zn). O]
fi( 1 n) Oxn(?:vl X( 1 5 TL)
Observacion. Si X = (Xi,...,X,,) es un vector continuo y C' es un sub-
conjunto del recorrido del vector X, entonces, para calcular P[X € (], se
realizara la integral maltiple de la funciéon de densidad fx(z1,...,z,) sobre
la region C.
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Capitulo 5. Vectores aleatorios

Ejemplo 5.4. Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio con funcion de densi-
dad dada por fx(z1,22) = Ijp,1)(21)1jp,1(72). Calcular

a) P[Xl S 0.5,X2 Z 05]

b) P[X; < 0.25].

C) P[Xl S 0.5|X2 Z 0.5].

d) Fx(z1,x2).

El recorrido conjunto de X; y X5 es

Ay

Figura 5.5. Recorrido conjunto de X1 y Xs, ejemplo 5.4

a) El evento (X; < 0.5, X2 > 0.5) corresponde a la zona méas obscura.

=y

Figura 5.6. Region del ejemplo 5.4 a)

De esta manera,
1 (0.5
P[X; <0.5,X2 > 0.5] = / / dxidxe = 0.25.
0.5J0

b) La region mas obscura corresponde al evento (X; < 0.25).

Y

Figura 5.7. Region del ejemplo 5.4 b)
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1 ,0.25
P[Xl S 0.25] = / / d:L‘ld.’Eg = 0.25.
0 JO

c¢) En la siguiente grafica, la uniéon de los dos cuadrados mas obscuros,
corresponden al evento (X2 > 0.5), y el cuadrado més obscuro corresponde

Por lo tanto,

al evento (X; < 0.5, X2 > 0.5),

Lt
o

Xy

Figura 5.8. Region del ejemplo 5.4 c)

De esta manera,

1,1

P[XQ Z 0.5] = / / dl‘gd&cl = 0.5.
0o Jo.s

Por lo tanto,
P[(X1 05N (X2 205)] _ .
P[X3 > 0.5] T

P[X1 <0.5|X, > 0.5] =

Observacion. Como en el caso univariado, para distribuciones uniformes, el
célculo de probabilidades se puede lograr usando geometria y no realizando
las integrales. Obsérvese que la funcién de densidad de este ejemplo es una

constante, véase la siguiente grafica.

o, L
o

Figura 5.9. Funcion de densidad de X1 y Xs, ejemplo 5.4
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Las probabilidades se volveran a calcular, por medio de volimenes

P[X1 < 0.5, X5 >0.5] =05 x (1—0,5) x 1 =0.25.

P[X1 <0.25] = 0.25 x (1 —0) x 1 = 0.25.

Para el calculo de P[X; < 0.5/ X2 > 0.5], se puede ver en la figura 5.8,
que el evento (X3 > 0.5) estéa representado por la uniéon de los dos cuadrados
de arriba, y el evento (X7 < 0.5), condicionado a (X3 > 0.5), es representado
por el cuadrado més oscuro, siendo la mitad de la unién de los dos cuadrados
superiores. De esta manera, por uniformidad la probabilidad es igual a 0.5.

d) Para calcular la funcion de distribucion, existen varios casos, véase la
siguiente grafica:

Figura 5.10. Diferentes regiones para obtener la funcion de distri-
bucion, ejemplo 5.4

Si X1 <00 X2 <0 (region A), la funcion de distribucion vale 0.
Si0<X; <1y0< Xy <1 (region B), la funcion de distribucion se
calcula como

T2 T
F&(xl,xg) = / / dtldtg = T1TQ.
0 0

Si0< Xy <1ly1l< Xy (region C), la funcion de distribucion es

1 T
Fx(xl,wg) = / / dtldtg =x.
0 0

Sil< X1y0< Xy <1 (regiéon D), entonces, la funciéon de distribucion
se calcula de la siguiente manera:

To 1
Fx(l‘l,l‘g) = / / dtldtg = Z9.
0 0
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Finalmente, si 1 < X; y 1 < X2 (region E), la funcion de distribucion es

1 1
FX(.’L’l,.’L’Q) = / / dtldtg =1.
0 0

Fx (z1,22) = 12219 1)(21) L1 1) (22) + 2110 1)(21) I (1,00) (22)
+ Z21(1,00) (T1)L[0,1)(T2) + L(1,00) (T1) L (1,00) (T2)-

De esta manera,

Ejemplo 5.5. Sea X = (X1, X3) un vector aleatorio con funcion de densi-
dad dada por

[x(x1,22) =

{k(l—xg), si0<z <a9 <1,

0, en otro caso.

a) Escribir la funciéon de densidad con funciones indicadoras.
b) Encontrar k.
c¢) Calcular P[X; < 0.75, X3 > 0.5].
d) Calcular P[X; < 0.5].
)

e) Calcular P[X; < 0.5/ X2 <0.5].

El recorrido de X = (X1, X3) geométricamente es

Figura 5.11. Recorrido conjunto de X1 y Xo, ejemplo 5.5

a) La funcion de densidad con indicadoras

fx (@1, 22) = k(1 — 22) [0 2] (71) [0,1) (22)
= k(1 = 22) 1y, 1(72)1[0,1)(21)-

b) El calculo de k

1 X9
/ / k(l — SCQ)dSCldQSQ =1.
0 JO
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Por lo tanto,

1
1 :/ k(l —xg)l‘zdxg
0

Entonces, k = 6.
De esta manera,

fx(x1,22) = 6(1 — 22)I[g 2] (21) L [0 1) (22)

= 6(1 — 22) I3, 1)(x2)1[0,1)(21)-
c) La primera probabilidad

0.5
P[Xl S 0.75,X2 Z 05] =1- / / 6(1 — .CCQ)d.’I?ld(EQ

1 )
- / / 6(1 - xg)dl‘ldxg = (0.4844.
0.75 J0.75

d) La segunda probabilidad

1
P[X; <05 =1 —/ / 6(1 — o)da1day = 0.875.
0.5 /0.5

e) La probabilidad condicional

P[X1 < 0.5, X5 < 0.5]
P[X, < 0.5]

0.5
/ / 1 — 1‘2 dl‘ldl‘g
0.5
/ / 6(1 — wg)dxldl‘g
0 0

Ejemplo 5.6. Supéngase que X7 y Xa se distribuyen uniformemente sobre
el siguiente triangulo

P[X; < 0.5|X5 < 0.5] =

=1.

=140

Figura 5.12. Recorrido conjunto de X1 y Xo, ejemplo 5.6
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a) Expresar la funcion de densidad conjunta de X; y X3 con funciones in-
dicadoras.

b) Calcular P[X; < 0.75, X3 < 0.75].

c¢) Calcular P[X; — X5 > 0].

a) Al ser uniforme la distribucion, la altura de la funcién de densidad es
igual a una constante, sea h la altura de la funciéon de densidad. Entonces,
(4rea del tridngulo) x h = Volumen=1. De aqui se deduce que h = 1, de
esta manera,

fx (w1, 22) = Igy—11-0y)(21))0,1)(22)
= Ijo,z,+1)(®2) 11,01 (1) + Ljo,1—ay)(x2) L(0,1](71)-

b) En la siguiente grafica, la region de color obscuro corresponde al evento
{X1 <0.75, X2 <0.75}.

o T3 O
X
Figura 5.13. Region del ejemplo 5.6 b)

Por lo tanto,

P[X; <0.75, X2 <0.75] = 1 — (0.5)(0.25)(0.5)(1) — (0.25)(0.25)(0.5)(1)
29
=3
c) Obsérvese en la siguiente grafica que la region de color obscuro repre-
senta al evento {X; — Xo > 0}.

Figura 5.14. Region del ejemplo 5.6 c)
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Por lo tanto,
P[X, — X3 > 0] = P[X; > X9]
= (1)(0.5)(0.5)(1) = 0.25.
Observacion. Es posible que las variables aleatorias que conforman un vec-
tor aleatorio X, algunas de ellas sean discretas y otras continuas, véase el
siguiente ejemplo, ademas, el ejemplo 5.27. Incluso es posible que algunas de
las variables sea una mezcla de discreta y continua.

Ejemplo 5.7. Supongase que X7 es el numero de reclamaciones realizadas
en una compania de seguros y X es la cantidad de dinero reclamada, ambas
en un mes. La funcién de densidad conjunta de X7 y X se da a continuacion:

Ix(x1,22) = 0-003(0.7)“7167%1{1,2,...}(961)[(0,0@) (x2).

Calcular la probabilidad P[X; + X < 3].
El recorrido conjunto de X7 y X5 esta representado por las lineas azules
de la siguiente grafica:

F

Figura 5.15. Region del ejemplo 5.7

Se puede observar que las lineas azules en la siguiente grafica representan
el evento {X; + X2 < 3}.

.

Figura 5.16. Evento X7 + X5 < 3, ejemplo 5.7
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De esta manera, la probabilidad de que X; + X5 < 3 se calcula como la
suma de dos integrales, esto es,

3—x1
PIX1+ X, <3] = Z/ 0.003(0.7)" e~ 100 dar

1711

3—x1 1
= Z 0.3(0.7)111/0 ﬁe 100d1,‘2

r1=1

- 22: 0.30.7)7 1 [1— e~ 0|

r1=1

= 0.00594 + 0.00209 = 0.00803.

5.2. Distribuciones marginales

A partir de la funcién de densidad conjunta de n variables, es posible ob-
tener la funciéon de densidad de una variable aleatoria especifica de las que
componen el vector aleatorio. Estas funciones de densidad de una variable
son conocidas como las funciones de densidad marginales. Véase siguiente
definicion.

Definiciéon 5.5. Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio con funcion de
densidad fx(x1,...,xy). La funcidn de densidad marginal de X; es la funcion
de densidad de X; y se calcula de la siguiente manera:

=2 2 e n)

Ti41 Ti—1

si X es un vector discreto,

fX xz) =

/ / / / fx (@1, .. xn)dey - - dei1daiy - - - day,

si X es un vector continuo.

Obsérvese que la funciéon marginal de una variable X; se obtiene sumando
o integrando sobre todos valores de las variables que componen el vector
aleatorio, excepto sobre los valores de la variable Xj.

Ejemplo 5.8. Considerando el ejemplo 5.1 donde se lanzan de 2 tetraedros,
encontrar las funciones de densidad marginales de X; y Xo.

Estas funciones de densidad marginales se obtendran a partir de la fun-
cion de densidad conjunta, esto es,
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r1
D) 1 2 3 4 le(;Ifl)
1 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16 1/4
2 0 [2/16]1/16 [ 1/16 1/4
3 0 0 |3/16 ] 1/16 1/4
4 0 0 0 |4/16 1/4
| fx,(w2) [1/16 [ 3/16 [ 5/16 [ 7/16 ]| 1

Tabla 5.7. Funciones marginales, ejemplos 5.1 y 5.8

Entonces, las funciones de densidad marginales de X; y X9 quedan, res-
pectivamente, como:

1
Ix,(z1) = 11{1,2,3,4}(531)7

2x9 — 1
fxg($2)=< 216 >I{1,2,3,4}(~’C2)‘

Ejemplo 5.9. Obtener las funciones marginales de la funciéon de densidad
conjunta del ejemplo 5.5. Ademas, indicar como se distribuye cada variable.

1
le (1'1) = / 6(1 — :L‘Q)dfl,‘g

1
2 1
“[oe(d)
2 /],
=3 — 6z + 3273

Por lo tanto,
fxi (1) = 3(1 = 21)Ig py (1)

Obsérvese
X1 ~ Beta(1,3).

Por otro lado,

fxs(@2) = /OI2 6(1 — x2)dxy
= 6$2(1 — xz).

Por lo tanto,
sz (1'2) = 61‘2(1 — 132)1[071] (:EQ)
En este caso,

Xy ~ Beta(2,2).

Ejemplo 5.10. Calcular las funciones de densidad marginales de la funcion
de densidad conjunta del ejemplo 5.6.
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Obsérvese que la funcion de densidad marginal de X; se calcula de la
siguiente manera:

r1+1
Fry (1) = / das
0

=z1+1, si —1<z1<0.

1—x1
Fx (1) = /0 dars

=1—xz;, si0<z <1
Por lo tanto,

fxi(@1) = (z1 + DI_1)(z1) + (1 = 21) L0,17(21).

Y la funcién marginal de X5 se calcula como:

1—x2
Fx (@) = / dars

2—1
=2 2562.

Esto es,
Ixo(w2) = 2(1 — w2) g 1) (w2).
Obsérvese que Xy ~ Beta(l,2).

5.3. Distribuciones condicionales

Existen muchas aplicaciones tanto en temas de probabilidad, procesos esto-
casticos y estadistica donde las distribuciones condicionales son utilizadas.
Se presentaré la definicion de distribucién condicional, algunas propiedades y
ejemplos. A continuacion, se presentaré la definicién de funcion de densidad
condicional para un vector aleatorio bivariado y siendo la condicién un valor
especifico de una de las variables.

Definiciéon 5.6. Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio que pertenece a R2.
La funcion de densidad condicional de X1 dado que X9 = x9 se denota como
fx11x,(z1]22) ¥ se define de la siguiente manera:
Ifx(x1,22)
i (ti|re) = =——=, si fx,(x2) >0,

fxa(w2)
en el caso de fx,(z2) = 0, se indefine la funcién de densidad condicional.
En forma analoga, la funcidn de densidad condicional de Xo dado que
X1 = 1, se denota como fy,|x, (72|r1) y se define como

[x(x1,22)
le (331) ’

en el caso de fx,(z1) = 0, se indefine la funcion de densidad condicional.

Ixo1x, (w2|21) = si fx,(x1) >0,
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La funcién de densidad condicional fx,|x,(71|72) es una funcién de den-
sidad para la variable X7, bajo la condicién de que la variable X5 toma el
valor especifico x2, lo que significa que solo X es la variable aleatoria.

Ejemplo 5.11. Se lanzan dos tetraedros y se definen las siguientes varia-
bles aleatorias: X; = resultado del primer tetraedro y Xs = resultado del
segundo tetraedro. Obtener las funciones de densidad: conjunta, marginales
y condicionales de X7 dado que X9 = x9 y X5 dado que X; = x3.

En la siguiente tabla se presenta, para valores del recorrido, la funcién
de densidad conjunta de X7 y Xo, y las funciones de densidad marginales.

L1
x2 1 2 3 4 fx, (1)
1 1/16 [ 1/16 [ 1/16 [ 1/16 || 1/4
2 1/16 [ 1/16 [ 1/16 [ 1/16 || 1/4
3 1/16 [ 1/16 [ 1/16 [ 1/16 || 1/4
4 1/16 [ 1/16 [ 1/16 [ 1/16 | 1/4
| fxow) [ 14141414 1

Tabla 5.8. Densidades conjunta y marginales, ejemplo 5.11

Entonces, la funcién de densidad conjunta de X7 y X5 y las funciones de
densidad marginales son, respectivamente,

fx (@1, w2) = 161112,3.4y (1) {12,343 (22),

fxy (1) = $ 2303 (31),
fxo(x2) = 112,343 (02).

La funcién de densidad condicional de X7 dado que X9 = x9 es

xxa (w1]ze) = fxlon z2)
sz(l‘Z)
16111234 (@1) 19,343 (42)
1112343 (72)
=234 (x1), st @2=1,2,34.

Anéalogamente,

Ixo)x, (T2]21) = m

= %1{1’2,3’4}(562), si xTrl1 = 1,2,3,4.

Ejemplo 5.12. Obtener las funciones de densidad condicionales de X7 dado
que X9 = x9 y de X9 dado X; = x1, del ejemplo 5.9 (y 5.5).
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Obsérvese

fx (1,

601 —2)L10,0) (1)1 (0,1) (22)
622(1 — 22)I(0,1)(22)

1
= fI[O,m}({El), si0<xg < 1.
Z2

Por lo tanto, Xi|ze ~ U(0,x2), donde 0 < z2 < 1.

Obsérvese que para cada valor de x2 hay una funcién de densidad condi-
cional de Xj.

Por otra parte,

fX2|X1(332|951) = m
_ 6(1 — @)1, 1) (w2) I [0,1) (1)
a 3(1 —21)2o,1y (1)
2(1 — xg)

= mf[xl,l](@), si0<a <1

También obsérvese de este ultimo resultado, que para cada valor de z1,
hay una funcién de densidad condicional de Xs.

Ejemplo 5.13. Considerando el ejemplo 5.1 (y 5.8), donde se lanzan dos
tetraedros. Calcular las funciones de densidad condicionales.

En el ejemplo 5.8 se calcularon las funciones de densidad marginales.
Para el célculo de la funcién de densidad condicional fx,|x,(z1|z2), se
van a considerar diferentes casos para xs.

Caso 1. Cuando x5 = 1.
Obsérvese que el recorrido de X es x1 = 1.

De esta manera,

i) 1
Ixyx, (z1]1) = );)((j(ll))

Esta funcion evaluada para el inico valor del recorrido de X es

fX1|X2(1|1) = f;(X(l(’ll)) =1

Por lo tanto,
Ixyx. (21]1) = Iy (21).

Caso 2. Cuando x5 = 2.
En este caso, el recorrido de X; es z1 = 1, 2.
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De esta manera,

fX (wla 2)
2) = —=——_".
Pl =75 o)
Se evaluaré esta funcion para los diferentes valores del recorrido de X3

fX(L 2) 1

119) = L2227/ 1
fX1|X2< ’ ) fX2(2) 37

fX(2¢ 2) 2
22) = = = £,

fX1|X2< ’ ) fX2(2) 3

Por lo tanto,

Fxax (@112) = Iy (21) + 310y (31).

Caso 3. Cuando zo5 = 3.
El recorrido de X7 es 1 = 1,2, 3.
Por lo tanto,

Fxyx(2113) = 312y (21) + 215y (21).

Caso 4. Cuando x5 = 4.
El recorrido de X; es 21 = 1,2, 3, 4.
De esta manera,
Fxipa (#1]4) = $123y (21) + 7Ly (1),
En resumen, la funcién de densidad condicional de X; dado que X9 = 2,

queda de la siguiente manera:
I{l}(l’l), si To — 1,
%I{l}(azl) + %I{g}(l‘l), si xg = 2,

le\X2(l‘1‘$2) =
%1{172}(.731) + %1{3}(3:1), si xo =3,

L %1{1,2,3}(331) + 31{4}(331)7 si wo=4.

Queda como ejercicio para el estudiante, calcular la otra funcién de den-
sidad condicional, fx,|x, (z2|1).

Es importante observar en el ejemplo anterior que para cada valor de x4
(4 valores), se obtuvo una funcion de densidad condicional de X diferente.

Ejemplo 5.14. Calcular las funciones de densidad condicionales correspon-
dientes al ejemplo 5.10 (y 5.6).
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La funcién de densidad condicional de X7 dado que Xo = x2 es

fxi 1, (w1]22) = m
_ I[mg—l,l—zz](951)—7[0,1)(@)
2(1 — 22) 10,1y (22)

1
= mj[ngl,lfxg] (361),

si0<xy < 1.

Esto es, Xi|xeg ~U(xzg — 1,1 —22), si 0 < x9 < 1.
Para la funcién condicional de X9 dado que X7 = x1, se deben considerar
dos casos, ya que la funciéon de densidad marginal de X7 estd dada en dos

casos.
Caso 1. Cuando —1 < 21 <0.

fx (21,

_ i) (z2)1(—1,0)(21)
(21 + DI 0)(21)

1
= m-’[o,mlﬂ] (z2).
Caso 2. Cuando 0 < 1 < 1.
Ix (w1, 22)
rolwy) = ——F~—"2
Fapateaion) =7 )

_ 1[071%1](372)](0,1)(961)
(1 —z1) 1,1y (1)
1

=1 3511[071—@](:62)-
De esta manera,
1 .
ml[O,xﬁ-l} (x2), si —1<z1<0,
Ixo1x, (22]71) =
1 .
T loa-a(@2), st 0 <y <L

Para el caso —1 < z1 < 0, la distribuciéon condicional de X5 dado que
X1 =xz1esuna U(0,z1 + 1), y para el caso 0 < z1 < 1 es una U(0,1 — x1).

5.4. Independencia de variables aleatorias

El concepto de variables aleatorias independientes es de mucha importancia
para propositos de inferencia estadistica y algunas areas como las matema-
ticas actuariales, por mencionar algunas aplicaciones.
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Varias metodologias de inferencia estadistica consideran en sus anélisis,
el concepto de muestra aleatoria, siendo esta, un conjunto de variables alea-
torias independientes con una distribucién comun, véase definicién 6.1.

En las matematicas actuariales, en algunos modelos, también se puede
suponer independencia entre las variables involucradas, debido a que las
vidas de personas son sucesos que, por lo general, son eventos independientes.

Se presentaran dos definiciones de variables aleatorias independientes, la
primera utiliza las funciones de distribucién de las variables y en la segun-
da, las funciones de densidad. Cabe mencionar que ambas definiciones son
equivalentes.

Definicién 5 .7. L as v ariables a leatorias X1, Xs, ..., X ;s on independien-
tes si y solo si Fx(x1,22,...,2,) = Fx,(z1)Fx,(x2) - Fx, (zy), para to-
do (z1,x9,...,2,) € R™ donde Fx(z1,z2,...,2,), Fx,(z1), Fx,(z2),...,
Fx, (xy,), son las funciones de distribucion de X, Xj, Xo, ..., X,,, respecti-
vamente.

Definicion 5 .8. L as variables a leatorias X1, Xs, ..., X ;s on independien-
tes si y solo si fx(z1,22,...,2n) = fx,(z1)fx,(x2) - fx,(zn), para to-
do (z1,x9,...,zy) € R™, donde fx(x1,22,...,2n), fx, (1), fx,(z2),...,
fx, (zn), son las funciones de densidad de X, X1, Xo,...,X,, respectiva-
mente.

Ejemplo 5.15. Para el ejemplo 5.5, verificar silas variables X 1y X 9son
independientes o no.

Las funciones marginales de X1y Xason fx, (1) =3(1 — a:l)QI[O’l](:cl) y
fx, (w2) = 622(1 — 22)I[ 1)(w2), respectivamente.
Obsérvese

Fx (1) ey (w2) = 3(1 — 1)L jg 11 (21)622(1 — m2) L9 1] (w2)
# 6(1 — @2)I[0,2,) (1)L (0,1 (2) = fx (w1, 32).

Por lo tanto, X; y X5 son variables aleatorias dependientes.

Ejemplo 5.16. Considerando el ejemplo 5.11, donde se lanzan dos tetrae-
dros, verificar si X1 y X5 son variables aleatorias independientes.

En el ejemplo 5.11 se obtuvieron las funciones de densidad conjunta de
X1 y Xo y las funciones de densidad marginales de X7 y Xo.
Se puede observar que

Sy (@1) fxo (w2) = 12,303 (21) 1 {12,343 (42)

= 161012341 (1) (12343 (72) = fx (21, 22).

Por lo tanto, X; y X5 son variables aleatorias independientes.

302



5.5. Valores esperados

Se dejan como ejercicios para el estudiante, verificar en los ejemplos 5.8
y 5.10, si las variables aleatorias X; y X9 son independientes.

Observacion. Las variables aleatorias X y X5 son independientes si y solo
si se cumple fx,|x, (z1]22) = fx, (1) (0 fx,x, (22]21) = fx,(22)).

Esto es, X7 y X9 son variables aleatorias independientes si y solo si se
cumple

fxi (@) fx (22) = fx (@1, 22).

La anterior igualdad se cumple, si y solo si

Pralan) = B (o).
O también,
Ixi(21) = Jm =[x, |x, (T1|22).

5.5. Valores esperados

En esta seccion se tratardn diferentes valores esperados que se pueden obtener
a partir de la funcién de densidad conjunta de n variables aleatorias. Entre
los méas importantes, las medias y las varianzas de las variables aleatorias que
componen un vector aleatorio. También, se definir4 un nuevo valor esperado,
la covarianza de dos variables aleatorias, véase definicién 5.10. Por otra parte,
la funcion generadora de momentos de un vector aleatorio es también un valor
esperado, véase definicion 5.11.

Definiciéon 5.9. Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio con funcion de
densidad fx(x1,...,2,). Sea g(Xi,...,X,) = g(X) una funcion del vector
X, de R™ a R. El valor esperado de g(X) se define como

Z T Z ZQ(@]CX(@, si X es discreto,

T2 1

Elg(X)]

N x o
/ / g(z)fx(x)dxy,- - ,dx,, siX es continuo.
—o0 —0o0 o

Algunos casos particulares de la funcion g(X) pueden ser g(X) = X,
donde E[g(X)] = E[X;] = p;, también, g(X) = (X; —1;)?, donde E[g(X)] =
E[(X; — pi)?] = o7

El siguiente teorema trata sobre las propiedades del valor esperado de un
vector aleatorio.
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Capitulo 5. Vectores aleatorios

Teorema 5.3. Sea X = (X1,...,X,) un vector aleatorio, y g1(X1,...,Xn),
92( X1, ., Xn) ooy 96( X1, ..., X)) son funciones de X, de R" a R, ademds
sean ci,...,CE constantes, entonces,

E

k k
Zcigi(le--an)] :ZCzE[gz(lean)]
=1 =1

La demostracion de este teorema se deja como ejercicio para el estu-
diante. Se sugiere suponer que el vector aleatorio sea continuo, siendo la
comprobacién para el caso discreto, un procedimiento anélogo.

5.6. Covarianza y coeficiente de correlaciéon

En esta seccién se tratara con dos nuevos conceptos, la covarianza y el coefi-
ciente de correlacion de dos variables aleatorias. Se explicaré las aplicaciones
que tienen estas definiciones. Cabe mencionar que, en temas de estadistica,
en particular, en analisis de regresiéon, ambas son de suma importancia.

Definicién 5.10. Sean X; y X2 dos variables aleatorias tal que E[X1] = uy,
E[X3] = p2, V[X1] = 0? y V[X3] = 02. La covarianza de X1 y X3 se denota
como Cov(X1, X2) y se define como

Cov(X1, X2) = E[(X1 — p1) (X2 — p2)].

El coeficiente de correlacion de X1 y Xo se denota como px, x, vy se

define como
COU(Xl y XQ)

PX1, X = ———————-
1 2 0_10_2

Es importante mencionar que la covarianza de dos variables aleatorias
mide la relacién lineal entre las variables. Una covarianza «grande» positiva
nos indica una fuerte relacion lineal con tendencia positiva entre las variables.
Una covarianza «grande» en valor absoluto, pero negativa, nos indica una
relacion lineal fuerte negativa entre las variables.

El coeficiente de correlaciéon también evalta la relacién lineal de dos va-
riables aleatorias. Més adelante, se demostrara que el valor absoluto del
coeficiente de correlaciéon es menor o igual a 1, véase corolario 5.2. Si el coefi-
ciente de correlacion es igual a 1, entonces, la dependencia lineal entre ambas
variables es positiva y perfecta. Si el coeficiente de correlacion es igual a -1,
entonces, habra una relacion lineal perfecta negativa. Por otro lado, si el
coeficiente de correlacién es igual a 0, la dependencia lineal es nula.

El problema en la practica, con la covarianza, es que seré dificil de saber
si esta es grande o no. Lo que no ocurre con el coeficiente de correlacion, ya
que carece de unidades.

En las siguientes graficas se ilustra como el coeficiente de correlaciéon es
una medicién de la relacion lineal entre dos variables.
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o |
L 3

K,

Figura 5.17. Tendencia lineal, px, x, =1

X,

Figura 5.18. Tendencia lineal positiva, px, x, =~ 1

Xy

Figura 5.19. Tendencia lineal negativa, px, x, =~ —1

Xy

Figura 5.20. Tendencia no lineal, px, x, alejado de |1
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My

Figura 5.21. Carencia de tendencia, px, x, ~ 0

Teorema 5.4. Sean X y Xo dos variables aleatorias, entonces,
COU(Xl, XQ) = E[XlXQ] — E[Xl]E[XQ]

Demostracion.

Cov(X1, Xo) = E[X1 — p1) (X2 — pi2)]

[
= E[X1 X2 — 1 X2 — peX1 + pipe]
= E[X1Xo] — 1 E[Xo] — 2 E[X1] + pape
= B[X1Xo] — pape. =

Ejemplo 5.17. Considerando las variables aleatorias del ejemplo 5.1 ( va-
riables también consideradas en los ejemplos 5.2 y 5.8), calcular el coeficiente
de correlaciéon de X7 y Xo.

Se usaran las funciones de densidad conjunta y funciones marginales de
X1 y Xo, estas se calcularon en los ejemplos 5.2 y 5.8, respectivamente. De
esta manera,

E[X1Xo] =) ) miaafx(z1,72)

=(1)(1) (55) + 2)(1) () + -+ (4)(4) (§) = 8.4375,
BlXi]=1(3)+2(3) +3(3) +4(3) =25,
BlXol=1(%)+2(3) +3(5) +4(5%) =3.125

Por lo tanto,
Cov(X1, Xs) = 8.4375 — (2.5)(3.125) = 0.625.
Ademis,
EIX{] =12 (1) +2° () +3* (1) + 42 (}) =75,

BIXE] = 1 () + 2 () + 3 () + # ;) = 1025
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De esta manera,
V[X1] = 1.25; V[X5] = 0.859375; 01 = 1.11803 y o9 = 0.927024.
Por lo tanto,

0.625
= = 0.60302.
PXLX2 = (1711803)(0.92702)
Ejemplo 5.18. Considerando las variables aleatorias del ejemplo 5.12 (va-
riables también consideradas en los ejemplos 5.9 y 5.5), calcular el coeficiente
de correlaciéon de X7 y Xo.

Se calculara primero E[X; X5]

1 2
E[XlXQ] = / / CL’1$26(1 — l’g)d$1dl‘2
0 0
1
= 3/ r3(1 — zo)dxs
0

1
2 I'(6
=S [ s - i
(

=3 (F)(6)2) 50
Por otro lado, como X; ~ Beta(1,3) y Xg ~ Beta(2,2), entonces,
EX)] = o5 = 5 VIXi] = qgrpisn = o BlXel = 35 = 4
VIX2) = grgoidts = o

(2+2)2(2+2+1) — 20°
Por lo tanto,

COU(Xl, XQ) = E[XlXQ] - E[Xl]E[XQ]
=5 —(2) (3) = -
Siendo el coeficiente de correlacion

1
le,XQ = 340 1 = 05773

5.7. Funcion generadora de momentos de un vector
aleatorio

En esta seccién se presentara la definicion de funcién generadora de momen-
tos de un vector aleatorio y también sus propiedades mas importantes, las
cuales seran de gran utilidad en los siguientes temas de probabilidad.

Definicién 5.11. Sea X = (X;,...,X,,) un vector aleatorio con funcion de
densidad dada por fx(z1,...,zy). La funcion generadora de momentos (o
funcion generatriz de momentos) de X o funcion generadora de momentos
congunta de X1, ..., X, es denotada como mx(ti,...,t,) y se define como

mx(t1,...,ty) = FE [€X1t1+X2t2+~-~+Xntn] '
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Capitulo 5. Vectores aleatorios

Una primera utilidad de esta funcién es obtener diferentes momentos y
determinados valores esperados de las variables aleatorias involucradas.

Supongamos que para el vector aleatorio X = (X1,...,X,) la funcién
generadora de momentos mx (t1,...,t,) existe para toda t; que pertenece al
intervalo (—h, h), donde h > 0,7 =1,...,n. Entonces,

oritrate+rn m&@)

ot - OO |,

EIX{ Xy Xpr] =

donde t = (t1,...,t,) y 0=(0,...,0).
La demostraciéon de este resultado no es propésito de este tema.

Observacion. La funcién generadora de X; se puede obtener a partir de la
funcién generadora de momentos de X, de la siguiente manera:

mx(0,...,0,t,0,...,0) = E[e"i] = mx, (t;).

Si la funcién generadora de X; se obtiene a partir de la funcién genera-
dora del vector X, esta recibe el nombre de funcion generadora de momentos
marginal de X;.

Teorema 5.5. (Teorema de unicidad) Sea X = (X1,...,X,,) un vector
aleatorio con funcion generadora de momentos mx(ty,...,t,). La funcion

generadora de momentos mx (t) determina en forma tunica a la distribucion
de X.

Este teorema es de gran utilidad, en particular en la determinaciéon de la
distribucién de funciones de variables aleatorias cuando se aplica el método de
funcién generadora de momentos, véase el siguiente capitulo. La demostracion
de este teorema no es propoésito de este material.

Ejemplo 5.19. Sea X = (X3, X2) un vector aleatorio con funciéon de den-
sidad dada por fx(x1,z2) = e’(“*”)f[()m) (21)1[0,00) (z2). Encontrar

a) La funcion generadora de momentos de X.

b) La covarianza de X y Xo.

a) La funcion generadora de momentos conjunta es

mx (t1,ta) = E [eX1THXet]

o o0
:/ / ex1t1+$2t26*11*$2dx1dx2
0 0
[ee] o0
:/ / e (=t) g =22(1=12) g, gy
0 0
o0 [ee]
_ |:/ exl(ltl)d$1:| |:/ e$2(1t2)dx2:|
0 0

= _Le—zl(l—tl) oo _ 1 6—3:2(1—152)

=(1—t) M1 —t)7l, sityj<lyty<l.

)
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b) El célculo de E[Xl], E[Xg], E[XIXQ], CO’U(Xl,XQ) y le,XQ se da a
continuacion:

8m5(t1,t2)
E[X1] = B o
=(-DA-t2) (DA -t)7? =1,
t=0
i 8771&@1,152)
E[X,] oty o
=(-DA-t) DA -12)7? =1,
t=0
. a2mi(t1,t2)
BlX1 X 010ty |,y
= (-1 -L)?(-Da-t)7 =1

Por lo tanto,

CO'U(Xl,XQ) = E[XlXQ] — E[Xl]E[XQ]
=1-(1)(1) =0.

De esta manera,

px;.x, = 0.

Cuando el coeficiente de correlacion px, x, = 0, se dice que las variables
aleatorias X7 y Xo estan incorrelacionadas.

5.8. Valores esperados e independencia

En esta seccién se trataran varios resultados donde se relacionan la indepen-
dencia de variables aleatorias con algunas propiedades de valores esperados
de las variables aleatorias involucradas. Estos resultados contribuiran de ma-
nera importante en algunos de temas de probabilidad, en particular ayudarin
a verificar, con més facilidad, la independencia o dependencia de variables
aleatorias.

Teorema 5.6. Sean Xi,...,X, variables aleatorias y g1(X1), ..., gn(Xn)
funciones de estas variables aleatorias, respectivamente. Si Xy, ..., X, son
variables aleatorias independientes, entonces,

Elg1(X1) - gn(Xn)] = Elg1(X1)] - - Elgn(Xn)].
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Demostracion. (Caso continuo)
Elg1(X1) - gn(Xn)]

/ / g1(x1) - gn(xn) fx (1, ..., 2n)day - - - day,
= [m e /_OO 91(331) .. gn(xn)le(xl) . an($n)d{E1 . dil?n
- [ / Z a(@1) fx, <x1>d:c1] . [ | snlen) . (o),

= Elg1(X1)] -+ Elgn(Xy)]- 0

La demostracion del caso discreto es anéloga.

Corolario 5.1. Si X; y Xo son variables aleatorias independientes, enton-
ces, X1 y Xo son variables incorrelacionadas.

Demostracion.
Cov(X1,X2) = E[X1Xs] — E[X1]E[X2]
= E[X1|E[X5] — E[X1]E[X5] = 0.
Por lo tanto, X y X5 estan incorrelacionadas. ]
Observacion. El inverso no necesariamente es cierto, cuando dos variables
aleatorias estan incorrelacionadas significa que las variables son linealmente

independientes, y este hecho no necesariamente implica que las variables sean
independientes en general, véase el ejercicio 15 de este este capitulo.

Teorema 5.7. Las variables aleatorias X1, ..., X, son independientes, si y
solo si

n
mx (ty, ... tn) = [[mx, ()
=1

Demostracion. Supongamos que Xi,..., X, variables aleatorias indepen-
dientes, entonces,

mg(tl, ot

[ Xyt +Xntn]

E
E[Xltl,_ th]
E

[ Xltl] [ Xntn]

=mx, (t1) - mx, (tn)
:H mx, (t).

Se considerara la demostracion de regreso para el caso continuo, para el
caso discreto es andlogo. Supongamos que se cumple

n
mx (ty, ... tn) = [ [ mx, ()
=1
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De esta manera,
mi(tl, o ,tn)
(e.) o
= / - / ettt el £y (w1, . )day - - day,
— o —0oQ

= |:/°° @mtlel (xl)dm] - |:/oo exntann (xn)dxn

—00 —0o0

—0o0 —0o0
= / / ertittEntn f (1) -+ fx, (@) day - - - day,.

Por el teorema de unicidad, fx(z1,...,2n) = fx,(21) - fx,(zn).
Por lo tanto, las variables X1, Xo, ..., X,, son independientes. ]

Ejemplo 5.20. Considerando el ejemplo 5.19, verificar si las variables alea-
torias X7 y X9 son independientes.
La funcién generadora de momentos ya fue obtenida
mx(t1,t2) = (1—t) 11 —t2)7h, sity<lyty<l.
De esta funciéon se obtendrén las funciones generadoras marginales
mx, (t1) = mx(t1,0) = (1 —t1)7%,  sit; <1,

mXQ(tQ) = mi(o,tg) = (1 - tg)fl, sityg < 1.

De esta manera,

mx, (t)mx, (t2) = (1 —t1) 7 (1 — 1)
:mi(tl,tQ), sit; <lyty <.

Por lo tanto, X7 y X3 son variables aleatorias independientes.
El alumno también puede verificar la independencia de estas variables

verificando que se cumple fx(x1,x2) = fx,(21) fx,(z2).

Ejemplo 5.21. Sea X = (X7, X2) un vector aleatorio con funcion de den-
sidad dada por

5$1 2$2
7,—7{0,1,2,...}(351)—7{0,1,2,...}(332)-

X1, = C
Ix(x1,22) 1]

Encontrar c.

Encontrar la funciéon generadora de momentos conjunta de X7 y Xo.
Calcular la covarianza de X1 y Xo.

iSon X y Xy variables aleatorias independientes?

a
b
c

)
)
)
)

311



Capitulo 5. Vectores aleatorios

a) Se debera cumplir
oo
5T19T2
1=
>y

xo=0x1=0

2% X 5
SO OE=) ppe
To! !

xo=0 T 21=0
= ce?e® = ce’.
De esta manera, ¢ = e~ .
Por lo tanto,
511212
fx(z1,22) = PR Ioe,. (@) I01,2, 3 (22).

b) La funcién generadora de momentos

mx(t1,t2) = E [6X1t1+X2t2]

1922
— § § exltl-i-xztz —75 2
x1!2o!
xro=01x1=0 12
T2 © x1
— § 6502752 E ewltl -
x2=0 x1=0

i2 _ t1
_ Q2 1)65(6 )

Obsérvese que cada una de las dos tltimas sumas representa la funcion
generadora de momentos de una distribucién Poisson.

c) Para la covarianza, son necesarios los siguientes valores esperados

omx (t1,t2)
BN =5
1 t=0
— 62(675271)65(675171)56& — 5,
t=0
8mx(t1,t2)
E[XQ] = 77{%
2 t=0
— 62(€t271)65(€t171)26t2 — 2,
t=0
82mX (tl, tg)
0] 020t |,y
= MU Ngetanet | = 9(5) = 10.
t=0
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Por lo tanto,
COU(Xl,XQ) = E[XlXQ] — E[Xl]E[XQ] =0.

Entonces, X1 y X5 estan incorrelacionadas.
d) Obsérvese

mx, (t1) = mx(t1,0)
_ €5(et1—1)

— 62(6%*1).
De esta manera,
le (tl)mX2 (t2) — 65(et1_1)62(et2_1)

= mi(tl,tg).

Por lo tanto, X1 y X5 son variables aleatorias independientes.

Teorema 5.8. Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio con funcion de
densidad fx(z1,...,2p). Sea A; el recorrido de X;,i=1,2,...,n, entonces,
X1,..., Xy son variables aleatorias independientes si y solo si fx(z1,...,%n)
puede expresarse como el producto gi(x1)g2(x2) -+« gn(xy), donde gi(x;) es
una funcion positiva en A;, parai=1,...,n.

Demostracion. Supongamos que Xi,...,X, son variables aleatorias inde-
pendientes, entonces, fx(x1,...,2n) = fx,(x1) - fx, (zn)-

Sea

gi(zi) = fx,(z;), parai=1,... n.

Por lo tanto,

fX(wlv e .,$n) = le(xl) to an(‘/L‘n)
— gu(1)g2(2) -~ gu(a), donde gy(a) > 0, para € A

Para el regreso de la demostracion, suponemos que X es continuo.
Suponemos que fx(z1,...,xn) = g1(z1)g2(x2) - - - gn(zy), entonces,

fX mz)

/ / / / x(®1,.. ., 2p)dry - driydaigy - doy

= gi(z;) / N / g1(z1) - gn(zp)dxy - - - dri—1dxiyq - - - day,.
—00 —00

313



Capitulo 5. Vectores aleatorios

El resultado de la anterior integral multiple es una constante, sea c; esta
constante, de esta manera,

Ix;(xi) = cigi(z;), parai=1,2,...,n

Por lo tanto,
o0
/ ¢igi(x;)dx; =1, parai=1,2,...,n
—0o0
De esta manera,

= [ cantonte] [ et [ [ eutenin)]

o o0

:cl---cn/ / gn(xpn)dxy -+ - day,
e [T [

=c1Cpe

88

x(z1,.. ., zp)dzy -+ - day,

Por lo tanto, ¢; - - ¢, = 1.

Entonces,
fx (w1, . mn) = g1(z1) - gn(wn)
=c1--cng1(®1) - - - gn(2n)
= c191(z1)c29(22) -+ cpgn(@n)
= fx.(@1) fxo(22) -+ fx, ().
Por lo tanto, X1,..., X, son variables aleatorias independientes. ]

La demostracién para el caso discreto es analoga, en lugar de usar inte-
grales se usan sumas.

Ejemplo 5.22. Verificar para las siguientes funciones de densidad si las
variables son independientes o no,
a) fx(z1,22) = (21 + 22)L(0,1) (1) L(0,1)(22)-
b) fx(x1,22) = 8T1221(g 4y (21) L (0,1)(22).
c) fx(z1,22) = 4$1I2—7(0 v(@1)L(0,1)(z2).
d) fx(x1,22) = 151012343 (1) {12,343 (T2)-

a) Como no se puede expresar la funcion de densidad de X como el
producto de dos funciones positivas, de Xy y Xo, entonces, las variables
aleatorias son dependientes.
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b) Como la funcién indicadora (g 4,)(z1) no se puede expresar como el
producto dos funciones positivas, de X; y X2, entonces, las variables aleato-
rias no son independientes.

¢) La funcién de densidad de X se puede expresar como

fx (1, @2) = [da11 (o 1) (z1)][z21(0,1) (x2)] = g1(21)g2(2).

Entonces, X7 y X5 son variables aleatorias independientes.
d) Obsérvese

fx (@1, 22) = [§511.23.0 (@1)] [T1,234) (@2)] = g1(21)g2(22).

Por lo tanto, X; y X5 son variables aleatorias independientes.

5.9. Valores esperados condicionales

A partir de una funciéon de densidad condicional, es posible calcular diferentes
valores esperados, estos reciben el nombre de valores esperados condicionales.
En esta seccion se trataran diferentes valores esperados condicionales, como
las medias y varianzas condicionales, también se trataran sus principales
propiedades.

Definiciéon 5.12. Sea X = (X3, X3) un vector aleatorio y g(X1, X3) una
funcion real de X, esto es, una funcion de R? a R. La esperanza condicional o

valor esperado condicional de g(X1, X2) dado que Xo = x4, se denota como
Elg(X1, X2)| X2 = x2] 0 Elg(X1, X2)|x2], y se define como

ZQ(3317372)fX1\X2 (x1]x2), si X es discreto,

Elg(Xy1, Xo)|wo] = § oo
/ 9(x1,72) fx,|x, (T1|72)dz1, si X es continuo,
—0o0
si la suma o la integral es finita.
Y la esperanza condicional o valor esperando condicional de g(X1, X2)
dado que X = z1, se denota como E[g(X1, X2)|X1 = z1] 0 E[g(X1, X2)|x1],
y se define como

ZQ($17$2)fX2\X1 (z2]z1), si X es discreto,

Elg(X1, Xo)|v1] = § oo
/ 9(x1,72) fx,|x, (v2|71)dz2, si X es continuo,
—00

si la suma o la integral es finita.

La esperanza condicional de g(X7, X2) dado que Xy = x5 (0 X1 = x1),
también es conocida como media o promedio condicional de g(X;, X2) dado
que Xo =2 (0 X1 = x1).
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En particular, si g(X1, X2) = X1,

lele‘XQ (x1]x2), si X es discreto,
1

E[X1’$2] = 00
/ 71 fx,x, (T1]|22)d71, si X es continuo.

—00

Si g(Xl,XQ) = XQ,

(ZfoXQ‘XI (x2|21), si X es discreto,
EXslz] = ¢ 7

oo
/ T2 fx,x, (T2|71)d72, si X es continuo.
—0o0

Ejemplo 5.23. Considerando las variables aleatorias del ejemplo 5.18 (tam-
bién ejemplos 5.5, 5.9, 5.12), calcular los valores esperados condicionales
E[Xy|zs] y E[Xa|z1].

Las funciones de densidad condicionales ya fueron calculadas en el ejem-
plo 5.12, esto es,

1 .
le‘Xz(xl‘ﬂjg) = ;2[[07302] (Il), si0 <z <1,

2(1 —x .
Ixo|x, (2]71) = (i_xl;gf[xl,u(m), si0<az <1

De la primera funciéon de densidad, se sabe
Xi|ze ~U(0,22), si0<axg <.
Por lo tanto,
E[X|z2] = % si0<ao< 1.
Por otro lado,

1 X — X
E[X2|x1]:/ w .

1
= 7(1 — ;1;1)2 / (1‘2 — x%)dwz

1

Entonces,
1 —32% + 223
3(1 — IL’1)2 ’
Obsérvese algunos casos particulares, E[X;|0.5] = 0.25, E[X2]0.2] =
0.46667.

E[Xg‘xﬂ = si0 <z <1
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Definiciéon 5.13. Sea X = (X3, X2) un vector aleatorio, la varianza con-
dicional de X, dado que X9 = x9, se denota como V|[Xi|xa] y se define
como

V[X1|zo) = E[XE|29] — E*[X1]|2).

Y la varianza condicional de X5 dado que X; = =z, se denota como
V[Xs|x1] v se define como

V[Xa|z1] = E[X3|21] — E*[Xo|x1].

El valor esperado condicional E[X|xs] depende del valor particular que
toma la variable Xs, esto es, de 9, lo que significa que este valor esperado
es una funcion de xy. Dicho de otra manera, F[X;|z2] = h(z2). Esta funcion
no es aleatoria, ya que depende de un valor especifico de Xs.

Se puede definir una funcién de la variable aleatoria Xs, de la siguiente
manera: h(X2) = E[X;|X2]. En este caso, esta funcion si es una variable
aleatoria, de manera analoga se puede definir también la funcion h(X;) =
E[X5|X;]. El siguiente teorema tiene que ver con este tipo de funciones.

Teorema 5.9. Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio, y g(X1) una funcion
de X1, entonces, E[E[g(X1)|X2]] = E[g(X1)].

Demostracion. (Caso continuo)
Definimos h(X2) = E[g(X1)|X2].

Entonces,
E[E[g(X1)[X2]] = E[h(X2)]

h(z2) fx,(z2)dxs

I
2y 2

Elg(X1)|za] fx, (z2)dx2

|
8

[ N 9(%1) fx,|x, (T1]|z2)dw1| fx,(72)d2o

—0o0

88

/ 9(71) fx1x, (T1]22) fX5 (T2)dT1 dy

88

/ g(x1) fx (x1, x2)dx1dzs

[9(X1)].

8

Il
m\\\g\\

O

—

Para el caso discreto, el procedimiento de la demostracién es el mismo,
solo que en lugar de las integrales, se realizardn sumas.
En particular, se cumplen las siguientes igualdades:

E[E[X1]|Xs]] = E[X1],

E[E[Xs[Xq]] = E[Xa].
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Ejemplo 5.24. Con la idea de ejemplificar el teorema anterior, considerar
las variables aleatorias del ejemplo 5.23 (variables también usadas en los
ejemplos 5.5, 5.9, 5.12, 5.18) y verificar que se cumple E[F[X|X32]] = E[X1].

Para este caso, del ejemplo 5.23, véase que se cumple

X2

BlXi|Xe] = =~

Por lo tanto,

X
E[E[X1|Xs]] = E [22] =1
Por otro lado, se sabe que X; ~ Beta(1,3). De esta manera, F[X;] = i

Para este mismo ejemplo, se deja como ejercicio para el estudiante veri-
ficar que se cumple E[E[X2|X1]] = E[X3].

Teorema 5.10. Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio, entonces,
VX1 = VIE[X1|Xo]] + E[V[X1]X2]],
V[Xo] = VIE[X2| X1]] + E[V[X2]| X1]].
La demostracién se queda como ejercicio para el estudiante.

Ejemplo 5.25. Con la idea de ejemplificar el teorema anterior, verificar que
se cumple V[X1] = V[E[X1|X2]] + E[V[X1|X2]], con las variables aleatorias
involucradas en el ejemplo 5.23 (también en los ejemplos 5.5, 5.9, 5.12, 5.18).

Se sabe que Xi|za ~ U(0, z2), por lo tanto, E[X1|za] = % y VI[Xi|z2] =
2

% véase ejemplo 5.23.

De esta manera,

VIB[X1|Xs]] + EV[X1| X)) = V {)ﬂ LB [)1(22]
= 1V[Xa] + £5(V[Xa] + E*[Xa))
= (1) () + (%) (m+1) =%
Ya se habia calculado la varianza de X, esto es, V[X;] = 3

80
También, ya se habian calculado E[X3] y V[X32], véase el ejemplo 5.18.

Teorema 5.11. Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio, entonces,
E[hl(XQ) -+ h2(X2)’371] = E[hl(XQ)’HZl] + E[hQ(XQ)’HZl]

Elh1(X1)ho(X2)[21] = hi(21) E[ha(X2)|z1].
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La demostraciéon del anterior teorema se deja como ejercicio para el es-
tudiante.

Ejemplo 5.26. La cantidad de dinero existente en una cuenta, al principio

de cada mes, es una variable aleatoria X; con distribucion U(0, 2). Por otro

lado, para una cantidad fija en la cuenta x1, la cantidad gastada durante el

mes es otra variable aleatoria Xo con distribucion U(0, z1). Obtener

a) La funciéon de densidad conjunta de X; y Xo.

b) La probabilidad de que en un mes se gaste mas de 0.5, si se sabe que en
la cuenta habfa 1.

c¢) La probabilidad de haber tenido en la cuenta al inicio del mes més de 1,
si se sabe que se gastaron més de 0.5.

d) F[Xs].

a) Se sabe que X1 ~ U(0,2) y Xo|x; ~ U(0, 7).
Graficamente el recorrido conjunto de X7 y Xo es

Figura 5.22. Recorrido conjunto de X1 y Xo, ejemplo 5.26

La funcion de densidad conjunta es igual a
fx(@1,22) = fx, (71) fxy) x, (22]71)

1
= EI(O,xl)(x2)I(O,2)($1)

1

= El(zg,Q)(fcl)I(O,Q)(x?)'

b) Obsérvese
Ixox, (2[1) = Lo 1) (w2).

Por lo tanto,

¢) La probabilidad que se pide se calcula de la siguiente manera:

Pl(X1 >1)N (X2 > 0.5)]
P[X; > 0.5]

PIX1 > 1|Xs > 0.5] =
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Donde

P[(Xl > 1) X2 > 0. 5 / / 7d132dl’1
0.5 271

= —0.5)d
/1 2 (a;l 0. 5) X1

271 1
- ~ = ) dx
/: (2 4x1) !

= [0.521 — 0.25In(x1)]? = 0.32671,

P[X3 > 0.5] = // —d:rzdm
05J05 271

1
- /0.5 <z - 49[:1) 1

= [0.521 — 0.25In(x1)]3 5 = 0.40343.
Por lo tanto,

0.3267
0.4034

P[X; > 1|X; > 0.5] = = 0.8098.

d) El céalculo del valor esperado

E[X5] = E[E[X2|X1]]

Xy
=F = 0.5.

Ejemplo 5.27. El ntimero de siniestros que ocurren por dia es una variable
aleatoria X, la cual se distribuye Poisson(\), a su vez A es una variable
aleatoria con distribucién exponencial con media igual a 5. Encontrar el
valor esperado de X.

a) Usando la funcion de densidad de X.
b) Sin usar la funcion de densidad de X.

a) X = Numero de siniestros por dia.
X|A ~ Poisson(\) y A ~ Exp(}).
De esta manera, la funcion de densidad conjunta de X y A es

T

PCEN 1.2
Ixa(z,A) = e 1{0,1,...}(@56 5 Ij,00) (A)-

Por lo tanto,
X6,
= 57dA
fx(x) /0 ¢
z+1 oo (6 r+1
_ <5> / (5) )\zengdA
6 0

5
1
5 x!
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La dltima integral vale 1, ya que se integro la funcién de densidad de una
Gamma(z + 1, 2). De esta manera,

5\7T! 1

fx(x) = <6> 51{0,1,...}(3?)-

Ahora, obsérvese

@ = (2)" toas@ = (5) (2) Hoaa @

Por lo que concluimos, X ~Geométrica(p = %). Entonces, E[X] = 5.

b) Sin usar la funcion de densidad de X, E[X] = E[E[X|)]]] = E[\] = 5.

Ejemplo 5.28. Considérese el ejemplo 5.3, el problema de la urna donde
se sacaron 3 bolas al azar.

a) Encontrar las funciones de densidad marginales.

b) Calcular los valores esperados de X7 y Xo.

c¢) Encontrar las funciones de densidad condicionales.

d) Calcular los valores esperados condicionales E[X||z2] y E[X2|x1].

e) Verificar para este ejemplo que se cumple E[E[X;|X2]] = E[X1].

a) En el ejemplo 5.3 se obtuvo la funcion densidad conjunta,

(o) () 2= a1 )

fx(z1,292) = ] Io,,..3-22} (#1)1f0,1,2,3 (22)
(5
() () - —)
S VAN 83—:::1—;52 I, 3-21} (®2) {0,1,2,33 (1)
(5
Entonces,
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Por lo tanto, X1 ~ H(N =8, K = 3,n = 3).

La funcion de densidad marginal de Xo

fx,(x2) = Siz <51> <$22) <3 - :U:j — x2>

Por lo tanto, Xo ~ H(N =8, K =2,n = 3).
b) Por lo tanto, los valores esperados de X y Xs son, respectivamente,

E[X1] =3y E[Xy] = 3.

c¢) La funcion de densidad condicional de X; dado X3 = x2 se calcula de
la siguiente manera:

fx (21, 29)

Ix, (532)

( : ) < : > < 3 >
3 — _
T L2 L1~ %2 1{0717,._3_m}(131)1{0,1,2} (x2)

()2
(5
o)
(522)

Se puede observar que la anterior funciéon de densidad corresponde a la de
una distribucion hipergeométrica, siendo mas especificos, se puede apreciar
que Xi|lze ~ H(N =6, K =3,n=3— x2), donde 25 = 0,1, 2.

fX1|X2 (x1|1:2) =

Ito.1,2) (22)

I{O,l,...,?)—ccg}(xl)? xg =0,1,2.
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Ahora,

[x (21, 22)

Ix (xl)

() () o1

3_ —

SYACYAC LIy SRR
3 5
':Ul 3_$1

3 Ito,1,2,33(71)
)

(o)

N 5 1{0,17,,,73_501}(5[]2), r1=0,1,2,3.
()

fX2|X1 ($2|$1) =

— I

En este caso, Xo|x; ~ H(N =5, K =2,n=3—x1),donde 1 = 0,1,2,3.
d) Los valores esperados condicionales se podran calcular a partir de los
resultados anteriores, esto es,

3 —
E[Xi|z2] = Tm, donde z2 =0, 1, 2.

2(3 - 1‘1)

E[Xz‘xl] = y donde Il = 0, 1, 2, 3.

e) Ahora obsérvese

E[E[X1[Xo]] = B [3 - X2]

2
= BE[X1].

o0l

Ejemplo 5.29. Considerando los ejemplos 5.2, 5.8 y 5.13, verificar que se
cumple E[E[X1|X2H = E[X1]

La funcién de densidad condicional de X7 dado X9 = x5 se encontrd en
el ejemplo 5.13,

Iy (z1), si xo =1,
%I{l}(xl) + %I{z}(xl), sl x9 = 2,

Ixx, (T1]22) =
%I{LQ}(LL’l) + %I{g} (l‘l), Si xo = 3,

%1{17273}(.%1) + %1{4}(.%'1), sixg = 4.
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Entonces, se puede obtener F[X|xs] de la siguiente manera:

1, sizg =1,
OISOEE 20 =2
E[Xi|zs] =
(5)1+2)+(3)8=4,  sizm=3,
B a+243)+(2)4=2, sizn =4

Obsérvese que para cada valor de zy (4 valores), se encontré un valor de
E[X|x2] diferente.
Por lo tanto,
BIE[X1|Xa]] = (1) fx,(1) + (3) fx.(2) + () fxa(3) + (F) fxo(4)
=) (5) + (3) (i5) + (%) ({5) + () (55
=R =25

Por otro lado, E[X;] =1(3)+2(3) +3 (1) +4(3) =L =25,
Por lo tanto, E[E[X1|X2” = E[Xl]
Se deja como ejercicio para el estudiante, verificar E[E[X2|X1]] = E[X2].

Ejemplo 5.30. Considerando los ejemplos 5.6, 5.10 y 5.14, verificar que se
cumple F[E[X1|X3]] = EF[X1] y E[E[X2]X1]] = E[X2].

Las funciones de densidad marginales se obtuvieron en el ejemplo 5.10,
fxy(@1) = (w1 + DI—10)(@1) + (1= 21) (0,1 (1),

Ixo(22) = 2(1 — 2)L(0,1)(2).

De esta manera,

0 1
E[Xﬂz/ wl(:c1+1)dx1+/ 21(1 — 1)dz
-1 O

23 2710 2 371
= 714_& + o n = 0.
3 2], 2 31,

Obsérvese que Xo ~ Beta(1, 2), entonces, E[X] =} .
En el ejemplo 5.14 se obtuvieron las funciones condicionales, esto es,

XﬂxQNU(JrQ—l,l—xz), si0<xg < 1.

U(O,ml—l-l), si—1<z; L0,
Xz‘l‘l ~
U0,1—xz1), si0<x; <L
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De esta manera,

1— ~1
E[X1|za] = "”2;””2 =0, s 0< 2 < 1.
1
:c12+ , si—1<z <0,
E[Xo|zq] =
1—:131

, si0<z; <1.

Se puede observar E[E[X|X2]] = 0, por lo tanto, E[E[X;|X2]] = E[X1].
Sea h(X1) = E[X2|X1], entonces,

E[E[Xs|X1]] = E[h(X1)]

1
h (71) fx, (z1)dx1

1
h(z1) fx, (21)dxy +/ h(z1) fx, (z1)dr
—1 0

0 1 1 1—
< +$1> (1+2x1)dx; + / ( 2551) (1 —x1)dxy
0

1
(1 + 2z + 22)dxy + = / (1 —2x1 + 22)dx;
0

Il
N)M—‘\\\

1 30 1 2 xi’l 1
=<2>[x1+%+ 5], (@) et 5] -

Por lo tanto, E[E[X3|X1]] = E[X3].

5.10. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

En esta seccion se presentara la desigualdad de Cauchy-Schwarz, este resul-
tado tiene aplicaciones en analisis de regresion, especificamente contribuye
para determinar una cota para el coeficiente de correlacion.

Teorema 5.12. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean X1 y Xo variables
aleatorias con sequndos momentos finitos, entonces,

E?[X1Xo] < B[XT]E[X5].

Cumpliéndose la igualdad si y solo si PlcX1 = Xo| = 1, donde ¢ es una
constante.

Demostracion. Si los segundos momentos E[X?] y E[X3] existen, entonces,
también los primeros momentos E[X;] y E[X3], esto es, por la desigualdad
de Jensen (teorema 2.9), E?[X;] < E[X?],i=1,2.
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Definimos la siguiente funciéon de ¢.
h(t) = B[(tX; — X2)?].

Se puede observar que h(t) > 0 para todo ¢t € R, ademas, como funcion
de t es un polinomio de segundo grado, esto es,

h(t) = t*E[X?] — 2tE[ X1 Xo] + E[X3)],

donde A(h(t)) = 4E%[X1X5] — 4E[X?]E[X2] se le conoce como el discrimi-
nante del polinomio.

Se sabe que h(t) > 0 si y solo si A(h(t)) < 0, esto es, si y solo si
E?[X1X3) < E[X?|E[X2].

Por otro lado, h(t) = 0 si y solo si A(h(t)) =0, y esto ocurre si y solo si
(XX, = E[X?E[X)

Ademés, no puede ser A(h(t)) > 0, ya que tendria dos raices, lo que
significa que h(t) es negativa para algunos valores de ¢, lo cual no es posible.

En conclusion,

E2[X,X,) < BIX?IELXE.

Ahora supongamos que se cumple la igualdad E?[X; X5 = E[X?|E[X3],
entonces, se cumple 4E%[X; X5] —4E[X?|E[X3] = A(h(t)) = 0. Por lo tanto,
existe una tUnica raiz typ € R tal que h(tp) = 0. Si existe ¢y tal que 0 = h(to),
entonces, E[(toX1 — X2)?] = 0, lo cual implica E[tgX; — X2] = 0 (por la
desigualdad de Jensen, teorema 2.9). De esta manera, también se cumple
V(toX1 — Xo| = 0, lo que significa que tgX; — X5 es una variable aleatoria
degenerada en 0, esto es, P[topX1 — X2 = 0] = 1, esto es, P[tg X1 = Xo] = 1.
En resumen, existe un nimero real ¢, en este caso ¢ = ty, tal que cumple con
P[CXl = XQ] =1.

De manera inversa, supongamos que existe un namero real ¢, tal que
cumple con PlcX; = Xs3] = 1, entonces, PlcX; — X9 = 0] = 1, lo que
significa que ¢X7 — Xo es una variable aleatoria degenerada en 0, por lo cual
se cumple que E[cX; — Xa] = 0y V[eX1 — Xa] = 0, lo anterior implica
E[(cX1 — X3)?] = 0. Esto es, existe ¢ tal que h(c) = E[(cX1 — X32)?] = 0,
entonces, A(h(t)) = 0, lo que significa 4E%[X1X — 2] — 4E[X?|E[X3] = 0,
esto es, E?[X1Xy] = E[X?|E[X3]. O

Corolario 5.2. Sean X1 y Xo wvariables aleatorias, entonces,
‘le,X2| <1,

cumpliéndose la igualdad |px, x,| =1 st y solo st X1 y Xo son linealmente
dependientes.

Demostracion. Sean Uy = X1 — p1 y Uy = X9 — po, donde pu; = E[X4] y
He = E[XQ]
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
E?[U1U,) < E[UT]E[US).
Esto es,
E?[(Xy — 1) (X2 — p2)] < B[(X1 — m)?| B[(X2 — p2)?].
Dicho de otra manera,

E2((Xy — p11)(X2 — po)]
VX1V X)) s L

Por lo tanto,

(le,X2)2 <L

Esto es,
‘thXz’ <L

E*[(X1 — p1)(Xa — )]
VI[X1|V[Xs]
anterior, si y solo si E2[(X1 — i)(Xa — )] = E[(X1 — )2 E[(Xs — )?).
Esta dltima igualdad se cumple si y solo si existe un ntimero ¢, tal que

Por otro lado, (px, x,)? = 1, si y solo si =1,1o

Ple(Xy — u1) = X — o] = 1 (véase demostracion del teorema anterior),
esto es, si P[Xy = (2 — cp11) +¢X1] = 1. Dicho de otra manera, [px, x,| =1
si y solo si P[X2 = a+ bX;] =1, donde a y b son nameros reales. O

5.11. Distribucién trinomial

La generalizacion de la distribucién binomial es la distribucién trinomial. En
esta seccién se va a presentar primero lo que es un experimento trinomial,
posteriormente se va a definir la distribucion trinomial, después, se presenta-
ran las propiedades méas importantes de esta distribuciéon y algunos ejemplos
que ilustraran cémo puede aplicarse este modelo en problemas reales.

Definicion 5.14. Un experimento trinomial consiste en realizar n pruebas
idénticas e independientes. Cada prueba tiene la posibilidad de ocurrir en una
de tres categorias posibles: categoria 1, categoria 2 o categoria 3. En cada
prueba, la probabilidad de que ocurra la categoria 1 es p;, la probabilidad
de que ocurra la categoria 2 es ps y de que ocurra la categoria 3 es p3 =
1—p1 —po. El objetivo del experimento es observar el niimero de pruebas que
resultan en cada una de las categorias. El vector aleatorio X = (X1, X3) se
define como el niimero de pruebas que resultan en la categoria 1 y el nimero
de pruebas que resultan en la categoria 2.
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Capitulo 5. Vectores aleatorios

Definiciéon 5.15. Un vector aleatorio X = (X1, X2) tiene distribucion tri-
nomial con parametros n, p1 y p2, si su funcién de densidad esta dada por
fx(z1,m2) =

|
n: 1 o

xrilwol(n —xp — :C2)!p1 Py* (L=p1—p2)" """ 01, n—as} (#1) (0,1, 0} (22),

donde n es un entero positivo, 0 < p; < 1,7 = 1,2 y ademés 0 < p; +p2 < 1.

Para un experimento que cumple con las caracteristicas de un experi-
mento trinomial, el vector aleatorio correspondiente podra ser modelado por
medio de la funcién de densidad trinomial.

Es importante mencionar que el experimento y la distribucién multino-
mial es una generalizacion del experimento y distribuciéon trinomial, respec-
tivamente, donde cada ensayo tendrd la posibilidad de resultar en una de
k categorias diferentes. El proposito en esta seccion es solo considerar el
modelo trinomial.

Las distribuciones trinomial y multinomial tiene varias aplicaciones en
estadistica, en particular, es un modelo que se utiliza para verificar la inde-
pendencia de varias variables categoricas.

Notacion. X ~ Trinomial(n, p1,p2) significa que el vector aleatorio X tiene
distribucién trinomial con parametros n, p1 y pe.

A continuacion, se presentaré graficamente el recorrido de un vector alea-
torio con distribucién trinomial. En esta grafica n = 10.

Xy

Figura 5.23. Recorrido un vector aleatorio con distribucion trino-
mial

Obsérvese que la funcién de densidad trinomial también puede expresarse
de la siguiente manera:

fx(x1,22) =

|
n: 1 o

11 Py° (L—p1—p2
2)!

P — )T o0, ey (T2) 00,y (T1)
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5.11. Distribucién trinomial

Se queda como ejercicio para el estudiante, demostrar que la funcion
fx(x1,x2) es una funcioén de densidad.

Teorema 5.13. Sea X un vector aleatorio con distribucion trinomial con
pardametros n, p1 y p2, entonces,

E[X1] =np1;  E[Xa] = np,
VIX1] =np1(1 —p1); V[X2] = np2(1 —p2),

pxx :_\/ P1p2
v (1=p1)(1 —p2)’

mx(t1,ta) = (1 —p1 — p2 + pre’* + pae'?)™.

Demostracion. Obsérvese
m&(tla tQ)

— E[6X1t1+X2t2]

n n—xi

|
— Z Z 6361t1+562t2 — n: 'piflp%&(l - _p2)n*11*x2
zilzal(n — x1 — x9)!

x1=0 x2=0 :

n—r
1

n

n!

t1,.T t x ey —

= E — ety E e — D5 (1 —p1 —p2)" 717"
1! xol(n — x1 — x2)!

x1=0 xo=0

_ - n t1 T — n—1I to\x n—r1)—r
-3 (e B (Yoo

x1=0 x2=0

Se aplica el teorema del binomio a la segunda suma (véase apéndice C),
esto es,

n

n _
mx(ti,t2) = ) (x1>)(et1p1)“(1 — p1— p2 + p2e?)" T

xr1=0

= (1 —p1— p2 + p2e’ + pre’)™.

Obsérvese que también a la dltima suma se le aplico el teorema del bi-
nomio.

Se queda como ejercicios para el estudiante, calcular las medias, varianzas
y el coeficiente de correlacion. O
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Teorema 5.14. Sea X wun vector aleatorio el cual se distribuye trinomial
con parametros n, p1 y p2, entonces, Xi ~ B(n,p1); Xo ~ B(n,p2);

Xi|ze ~ B n — x9, P > y Xo|x1 ~B<n—x1,p2 .
1—p2 I—m

Demostracion. Obsérvese

n—x1 ol

T1) = . T1T2(1 _ n—x1—Ts
-
n! 1 — (n - $1)' 21 (n—z1)—x2
- (n— xl)!:m!pl Z xal((n —x1) — xg)!p2 (1=p1=p2)

x2=0

= <;>p”f1(1 —p1)" ", donde 1 =0,1,...,n.

Por lo tanto, X1 ~ B(n,p1).

Obsérvese que una vez mas se aplico el teorema del binomio.
Analogamente, X9 ~ B(n, p2).

Ahora,

[x(x1,22)

fxs (1'2)

fX1\X2 (ml ’552) =

n!

T1,Ta (] _ _ n—z1—T2 [ B I
Py p——L (1—p1—p2) {0, n—za} (1) g0, oy (22)

n!

) 1— n—xQI
79@2!(71 — xg)!p2 ( p2) {0,1,‘..,71}(1:2)

_ (n — x)! [ p1 rl [1—2?1—192

n—ro—ri
I _ .
zil((n —x2) —x1)! [1—p2 1—po } {0em “}(xl)

Se concluye que Xp|zo ~ B <n — T2, o )
1 —p2

b2 =

Analogamente, Xs|x; ~ B (n — T, .
I—m

Ejemplo 5.31. Para un articulo que se fabrica, el peso en gramos es una
variable de calidad. El peso en gramos de este articulo tiene una distribu-
cion normal con media de 50 gramos y desviacion estandar de 3 gramos.
Las especificaciones del peso del producto deben encontrarse entre 45 y 53
gramos. Esto es, si un articulo pesa menos de 45 gramos, se le considera
como producto con defecto tipo 1, si el producto pesa méas de 53 gramos,
este se le considera como articulo con defecto tipo 2, si el peso del articulo
resulta dentro de las especificaciones, se considera un articulo de buena cali-
dad. Se seleccionan 5 articulos al azar y se define el siguiente vector aleatorio
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5.11. Distribucién trinomial

X = (X1, X3), donde X; = namero de articulos en la muestra con defecto

del tipo 1 y Xo = niimero de articulos en la muestra con defectos del tipo 2.

Encontrar

a) La funciéon de densidad de X.

b) La probabilidad de encontrar en la muestra més de 2 articulos con defecto
del tipo 1 y a lo més dos articulos con defecto del tipo 2.

¢) La probabilidad de no tener articulos con defecto del tipo 1 en la muestra,
dado que se encontraron al menos 3 articulos con defecto del tipo 2.

d) La probabilidad de tener al menos dos articulos con defecto del tipo 2 en
la muestra.

Para contestar cada uno de los incisos, el siguiente planteamiento y calcu-
los son importantes:

Y = Peso en gramos de un articulo.

Y ~ N(50,9).

Se calcularén las probabilidades de que un articulo resulte con defecto
tipo 1 y con defecto tipo 2, respectivamente

P[Y<45]:P[Z<45_50]

3
= P[Z < —1.67) = 0.0475.

P[Y>53]:P[Z>53_50]

= P[Z > 1] = 0.1587.
a) Obsérvese
X = (X1, X2) ~ Trinomial(n = 5,p; = 0.0475, po = 0.1587).

Por lo tanto, la funciéon de densidad de X es

5!
£(0.0475) (0.1587)2(0.7938)° 772

X1, Xo) =
f&( 1s 2) xl!x2!(5—$1—x2)-

x Iyo,..., 5—:(;1}(5172)1{0 ..... 5}(901)-
b) La primera probabilidad es

P[X1 >2,X5<2] = fx(3,0) + fx(3,1) + fx(3,2) + fx(4,0)
+ fx(4,1) + fx(5,0) = 0.000997.
c¢) Obsérvese

P[(X1 =0)N (X2 > 3)]
P[Xs > 3] :

P[X, =0|X, >3] =

P[(X1 = 0)N (X2 > 3)] = fx(0,3) + fx(0,4) + fx(0,5) = 0.027804,
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P[Xy > 3] = fx(0,3) + fx(0,4) + fx(0,5) + fx(1,3) + fx(1,4) +
fx(2,3) = 0.031059.
Por lo tanto,

0.027804

d) Se sabe Xy ~ B(5,0.1587), ya que, X2 = numero de articulos con
defecto del tipo 2 observados en la muestra, de este modo, la funcién de
densidad de X5 es

Fxa(az) = <5

m) (0.1587)%2(0.8413)° "I 101 2.3.4.5 (22)-

Por lo tanto,
P[X3 > 2] =1-[fx,(0) + fx,(1)]] = 0.18103.

Esta tltima probabilidad se puede calcular por medio de R. La instruc-
cion es 1 — pbinom(1,5,0.1587), siendo 0.1810296 el resultado.

5.12. Distribucién normal bivariada

A continuacioén, se va a definir la distribucion normal bivariada, la cual tiene
muchas aplicaciones en estadistica, como anélisis de regresién miltiple y en
temas de estadistica multivariada. Sus aplicaciones también se encuentran
en otras areas, como las finanzas. En esta seccion, se presentaré la definicion
de la distribucién normal bivariada y varias de sus propiedades.

Definicién 5.16. Un vector aleatorio X = (X7, X3) tiene una distribucion
normal bivariada con pardmetros 1, iz, 02, 03 y p, si su funcién de densidad
estd dada por

1
[x(x1,22) = e ¢, donde
o 2no1094/1 — p?

<x1 —M1>2 —2 <3?1 —M1> (372 —,u2> n (962 —M2>2
B o1 01 02 g2

2(1—p?) ’

01 >0, 00>0y —-1<p<l.

Un ejemplo de la grafica de la funcién de densidad normal bivariada es
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5.12. Distribucion normal bivariada

Fmjstam]

Figura 5.24. Funcion de densidad, normal bivariada, p1 = po =
0,00 =02 =5,p=0.5

Notacién. X ~ NB(ui, us2, 02,03, p), significa que el vector aleatorio X
tiene distribucién normal bivariada con parametros u1, u2, 07, 03 y p.

El exponente ¢, considerado en la definicién anterior, se va a expresar
de otra manera. Esta nueva expresion para c¢, ayudara a encontrar varios
resultados importantes de la distribucién normal bivariada.

2 2
Ty — T — To — Tro —
2(1—,02)02(17;“) —2p(1 M1><2 M2)+(2 MQ)
0'1 Ul 02 02
2 [ T1 — M1 2 1 — M1 T2 — 2
=p\—— ) — 2
01 01 ()]
T2 — H2 2 Ty — M1 2 Ty — M1
()] 01 01
2
T — 2 Ty — M1
g9 g1

02
T2 — (uz +p—(x1 — ﬂl)
01

02

De esta manera,
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Entonces,

2 2
c=|—2—Fc ) 4 .
( 2(1—p2)02> < V201 >

Y de esta manera, la funciéon de densidad conjunta de X; y Xs de la
normal bivariada se puede expresar de la siguiente manera:

1
fx(x1,22) = e
x ) 201094/ 1 — p?

2
2 1 To—U
1 (21— s | Sl
L (e 0 (s

= e y
V2moy 27(1 — p?)os

—C

02
donde i, = p2 + Pa(xl — p1)-
Analogamente,
1

fx(x1,22) = e *
2wo1094/1 —p

2
_ 2 1 T1—pd
1 [ z2—p2 = | —=L=2d
BEESTCS T =
V21og 27(1 — p?)oy

01
donde pg = pun + p—(x2 — p2).
2
Las anteriores factorizaciones de la funcién fx(x1,z2) son ttiles para
demostrar varias propiedades de la distribucién normal bivarida. Primero se

demostrara que la funcion fx (z1,x2) es de densidad.

Se puede ver
1

201094/ 1 — p?

fX (:Cl, :L'Q) > 0.

>0ye “>0.

Por lo tanto,
Por otra parte,
oo o
/ / [x (w1, 22)dxodr:
—00 —00
(N
—o00 J —00 271'0'10’2 1-— p2
0 1 1 (m_m)z
= / e 2 o1 dz1

—oo V21O

e “dxodx

x / R
—oo /27(1 = p?)o2
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5.12. Distribucion normal bivariada

Por lo tanto, fx(x1,z2) es funcion de densidad.

Las funciones en las dos tltimas integrales son funciones de densidad
de distribuciones normales, la primera de una distribucion N(u1,0%), y la
segunda de una distribucion N (pe, (1 — p?)o3). La media p. depende de 1,
pero no de xo, entonces, p. es una constante para la segunda integral.

El siguiente resultado trata sobre las medias y las varianzas de X; y
X, también sobre el coeficiente de correlaciéon y la funcién generadora de
momentos conjunta de X; y Xo.

Teorema 5.15. Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio con distribucion nor-
mal bivariada con pardmetros i, o, a%, a% y p, entonces,

E[X1] = ;. E[Xo] = pe,

V[Xi] =0}, V[Xs] =02,

PX1,X2 = P
pity + pats + 1022 + 2por09tits + 05t3)
m&(tl,tg)zell H2t2 T 5 01l pPo102t112 2l2)

Demostracion.

m£<t1,t2) _ E[6X1t1+X2t2]
T ettt 1
= erriiTratz e “dxodr
/_oo /_oo 2no1094/1 — p?
o0

2
1 _lfxi—m
— / el‘ltlie 2 o1
o V21oq

o
X erat2

1
e
—o0 V2m(1 — p?)os

La segunda integral es la funciéon generadora de momentos de la distri-
bucién normal univariada N (g, (1 — p?)o3).
De esta manera,

2
1 (W)
2 /
1—p202 d.%’g d.%'l.

2
o 1 L (L—M) (1-p?)0?83
mx(t1,t2) = et 2\ o) el

—e
—o V2moq

2
1— 2 2t2 l T1—M1
_ /°° Tty pety + )R 1 5 (25) i,

— 00 vV 27[‘01

1—p?)o2t2
_ [e“2t2 — pZputy + )70 2]

2

o 1 (zi—m

y /OO a(pZt+t) 1 3 ( o 1) dn.
P V2moq
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La ultima integral representa la funcion generadora de momentos de una

o
distribucion N (u1,0%) evaluada en p—th + t1, por lo tanto,
o1

(1—p?)o2t2
mi(tla t?) = !6M2t2 - p%ultg —+ 222]

0'2 0'2
[ i (p2to+01) + 5 (PG +61+ 2p§ft1tz)]
X le 1

_ b1 + paty + 3(078] + 2paioatits + 03t3) B

Se queda como ejercicio para el estudiante, calcular las medias, las va-
rianzas de X1 y X3 y el coeficiente de correlaciéon de X7 y Xo.

El siguiente teorema trata de las distribuciones marginales y condiciona-
les de una distribucién normal bivariada.

Teorema 5.16. Sea X = (X7, X2) un vector aleatorio con distribucion nor-
mal bivariada con pardmetros (i1, e, U%, 0% y p, entonces,

X1~ N(p1,07);  Xa~ N(ug,03),
2\ 2 g1
Xi|zg ~ N(pa, (1 — p7)ot), donde pig = p1 + P;Z(mz — H2),

g
Xolz1 ~ N(pe, (1 = p*)o3), donde pe = pa + Pf(% — ).
1

Demostracion. Obsérvese

Ifx,(z1) = /_OO [x (21, x2)dxs

F ot
= e “dxsy
—o0 2mo1094/1 — p?

La ultima integral vale 1, ya que es la integral de una funcién de densidad
de una distribucién normal univariada con media p. y varianza (1 — p?)o3.
Por lo tanto, X1 ~ N(uy,0?).

Anélogamente, se puede demostrar que Xo ~ N (p2,03).
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Por otro lado,

f&(mlalé)

Ix,(x2)

2
_ 2 1 Ti—pd
1 [ x2—p _= | t1THd
L) 0 ()
V270 V27 (1 — p?)oy
- 2

fxy1x, (1|z2) =

2
1 _xi—pa
:;e 2\ V1-p201 '
V2m(1 — p?)oy

Esta ultima expresion es la funcién de densidad de una normal univariada

con media pg = p1 + pﬁ(xg — po) y varianza (1 — p?)o?.
02

Esto es,
2\ 2 o1
Xi|wg ~ N(pa, (1 = p)o1), donde pg = p + 9;2(902 — p2).

Analogamente,
o
Xo|x1 ~ N(pie, (1 = p*)o3), donde pio = po + Pﬁ(ﬂfl — p1)- O

En la normal bivariada, las variables aleatorias X; y X5 son indepen-
dientes si y solo si las variables estan incorrelacionadas. El siguiente teorema
trata con este resultado.

Teorema 5.17. Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio con distribucion nor-
mal bivariada con pardmetros yy, p2, o3, o5 y p, entonces, p = 0 si y solo
st X1 y Xo son variables aleatorias independientes.

Demostracion. Si p = 0, entonces,

2,2 2,2
mx (t1, ) = eP1t1 + pizta + $(ott] + o5t3)

— oHat1 + %(U%t%)elﬁzb + 5(o3t3)
= mux, (t1)mx, (t2).

Por lo tanto, X; y X5 son variables aleatorias independientes.
Si X7 y X9 son variables aleatorias independientes, entonces, X7 vy Xo
estan incorrelacionadas (corolario 5.1). O

En el siguiente resultado, se puede ver cémo a partir de un vector aleato-
rio con distribucién normal bivariada, es posible construir otro vector aleato-
rio con distribucién normal bivariada donde sus componentes son variables
aleatorias independientes con distribucién comutn, normal estandar.
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Teorema 5.18. Si X = (X1, X2) es un vector aleatorio con distribucion
normal bivariada con pardmetros pi, W2, a%, 0'% y p, entonces, las variables

X1 — Xo — X1 —
Zy = et Y Ly = 27@—,0 LTI Y son variables aleatorias

o1 \/1—/)202 \/1—p20'1
independientes, donde cada una tiene distribucion normal estdndar.

La demostracion es parte del siguiente tema, distribuciones de funciones
de variables aleatorias. Se sugiere usar el método de funciéon generadora de
momentos, el cual sera tratado en el siguiente capitulo.

Xo — 2
— Y
g2

Observacion. De forma anéloga, las variables aleatorias Z; =

Xi—m Xo — p2
ﬂo 1 ﬂ@
pendientes con distribucién normal estdndar.

El siguiente teorema indica, como a partir de dos variables aleatorias in-
dependientes con distribucion N (0, 1), se puede construir un vector (X1, X2)
con distribucién normal bivariada con pardmetros u1, p2, 03, 03 y p.

Zy = ) son también variables aleatorias inde-

Teorema 5.19. Si Z1 y Zs son dos wvariables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas con distribucidn normal estdndar, entonces,
el vector X = (X1,X2), donde X1 = py + 0121 y Xo = pg + poaZy +
V1 — p2097Z, tiene una distribucion normal bivariada con pardmetros i,
pi2, 01, 05 Y p.

La demostracion se deja para el siguiente tema, distribuciones de funcio-
nes de variables aleatorias.

Una aplicacion de este resultado es para simular valores de un vector
aleatorio con distribucion N B(u1, u2, 03,03, p), a partir de valores de dos
variables independientes con distribucién normal estidndar. Los valores de
una variable aleatoria con distribucion N(0,1), se pueden simular por el
método de Box-Miiller, véase en el siguiente capitulo el ejemplo 6.26.

Ejemplo 5.32. La longitud en centimetros y el peso en gramos de cierta
especie tiene una distribucién conjunta normal bivariada con parametros
p1 = 83, po = 54, 02 =9, 03 = 16 y p = 0.6. Se selecciona al azar una
especie, resultando un peso de 56 gramos. Calcular la probabilidad de que
resulte una longitud por encima de 86 centimetros.

Obsérvese Xi|xg ~ N(u1 + p—al (29 — p2), (1 — p*)od) = N(83.9,5.76).
02
Por lo tanto,

X; —83.9 S 86 —83.9
2.4 2.4

= P[Z > 0.875] = 0.19079.

P[X; > 86|X, = 56] = P

Por medio de R, la instruccion es 1 — pnorm(86, 83.9,2.4), donde la res-
puesta es 0.190787.
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Ejercicios del capitulo 5

1.- Terminar de calcular la funciéon de densidad del ejemplo 5.2.

2.- En un grupo de diez profesionistas, cinco son actuarios, tres son mate-
méticos y dos son economistas. De este grupo, se seleccionan en forma
aleatoria cuatro profesionistas. Sean X y Xs el ntiimero de actuarios y
el nimero de economistas en la muestra, respectivamente. Obtener la
funcién de densidad conjunta de X; y Xo.

3.- Supodngase que X1 y Xo son dos variables aleatorias con funcion de den-
sidad conjunta dada por

E, 0<21<2,0<22<2y0< 2 +x2<2,
fx(z1,72) =
0, en otro caso.

Determinar

a) La funcion de densidad con funciones indicadoras.
b) El valor de k.

c) P|X; <3/2, X5 <3/2|

d) PX; <1,X, < 1]

e) P[Xl S 1|X2 S 1 ]

4.- La funcién de densidad conjunta de las variables X; y X5 esta dada por

ke 0 <x9 <1 < 00,
f&(xlaxQ) -

0, en otro caso.

Determinar

a) La funcién de densidad con funciones indicadoras.
b) El valor de k.

C) P[Xl <3, X9 < 1].

d) PIX, < X, +2]

)

e P[Xl—i-XQZl]

5.- Sea (X7, X2) un punto seleccionado al azar de un circulo con radio r y
centro en el origen. Obtener

a) La funcion de densidad conjunta de X y Xo, expresarla con funciones
indicadoras.

b) P[X; >0,X, >0].

C) P[Xl S 2X2]

d) P[X2 > 0|X; < X3].
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6.- Sean X7 y X9 dos variables aleatorias con funciéon de densidad conjunta
dada por

Tl + X2

kxixoe 2, 21>0,29>0,
[x(x1,22) =

0, en otro caso.

Determinar

a) La funcion de densidad con funciones indicadoras.
b) El valor de k.

c) P[X1>1,X,<1].

d) P[Xs > 3].

7.- Considerando el ejercicio 2, calcular

a) La funcion densidad marginal de X;.

b) La funcion de densidad condicional de X9 dado que X; = .

c) P[X2=1|X1 =2].

d) P[X3 = 1|X3 = 1], donde X3 = numero de profesionistas matema-
ticos en la muestra.

8.- Consideremos que (X7, X2) es un vector aleatorio que tiene una funcion
de densidad dada por fx(z1,22) = kafa3l g 1)(x1)l(o1)(2z2). Obtener

a) El valor de k.
b) Las funciones de densidad marginales de X y Xo.
c) P[X1 <04|X2>0.7].
d) Las funciones de densidad condicionales de X; dado que X9 = x2,
y de X5 dado que X1 =z .
6) P[Xl S 0.7|X2 = 0.4].

9.- Considerando el ejercicio 3, calcular
b) P[X; > 1|X2 =0.5].
10.- Considerando el ejercicio 4, calcular

a) Las funciones de densidad marginales.
b) Las funciones de densidad condicionales.
c) P[X; >2|Xy =1].

d) E[X)]y E[Xs].

11.- En cierta poblacién se levanta cada dia una encuesta para conocer el
numero de ciudadanos insatisfechos con el actual gobierno. Para cada
dia, se seleccionan al azar diez ciudadanos para observar el ntmero de
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personas inconformes. Se sabe que la proporcién p de ciudadanos incon-
formes varfa entre un dia a otro y tiene una distribucion U(0, 1). Para
determinado dia, calcular

a) La funcion de densidad del nimero de ciudadanos inconformes en la
muestra.

b) La probabilidad incondicional de que se observen menos de tres per-
sonas inconformes en la muestra.

c¢) El valor esperado del nimero de ciudadanos inconformes en la mues-
tra, usando su funcién de densidad.

d) El valor esperado del nimero de ciudadanos inconformes en la mues-
tra, sin usar su funcién de densidad.

12.- Cada cliente tiene tres opciones para ser atendido en una tienda: ven-
tanilla 1, ventanilla 2 o ventanilla 3. Las probabilidades de ser atendido
en cada una de las ventanillas son de 0.3, 0.5 y 0.2, respectivamente.
Se seleccionan al azar 10 clientes y se observan las siguientes variables
aleatorias: X, el nimero de clientes atendidos en la ventanilla 1 y X el
nimero de clientes atendidos en la ventanilla 2. Determinar

a) La funcion de densidad conjunta de X; y X9 expresada con funciones
indicadoras.

b) La probabilidad de que se atiendan mas de 7 clientes en la ventanilla
1.

c¢) La probabilidad de que X; sea menor a dos y Xo sea menor a 3.

13.- El tiempo de espera de un cliente para ser atendido tiene una distribu-
cion exponencial con media de 10 minutos. Sean X; y X3 los tiempos de
espera de dos clientes que se atienden en forma independiente. Encontrar

a) La funcion de densidad conjunta de X y X9, expresandola con fun-
ciones indicadoras.
b) La probabilidad de que X; + X5 < 10.

14.- Considerando el ejercicio 8, calcular COV (X1, X2).

15.- Las variables aleatorias X1 y X» tienen la siguiente funciéon de densidad
conjunta: f(xlva) = 1/4 para (xl,.TQ) - (_170)7 (07 _1)7 (O) ]-)7 (170)

a) ;Son X1 y Xs incorrelacionadas?
b) (Son X; y X independientes?

16.- Se supone que el peso en kilogramos de un cerdo macho adulto, después
de recibir una dieta desde su nacimiento, tiene una distribucién normal
con media de 180 kg y una desviacion estandar de 9 kg. Se seleccionan
al azar 5 cerdos adultos y se definen las siguientes variables aleatorias:
X1 = ntmero de cerdos con peso menor a 180 kg y Xo = ntmero de
cerdos con peso entre 180 y 190 kg. Determinar
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a) La funcion de densidad conjunta de X7 y Xo, expresandola con fun-
ciones indicadoras.

b) La probabilidad de que exactamente tres cerdos tengan un peso entre
180 y 190 kg y un cerdo tenga un peso superior a los 190 kg.

c¢) La probabilidad de que un cerdo pese mas de 190 kg.

d) La probabilidad de tener a lo mas un cerdo con peso menor a 180 kg
y mas de tres cerdos con peso mayor a 190 kg.

17.- Sean X1 y Xo dos variables aleatorias con funciones de distribuciéon
Fx, (z1) y Fx,(z2) respectivamente y funcion de distribucion conjun-
ta Fx, x,(x1,22). Demostrar que se cumple la siguiente desigualdad:
Fy, (1) + Fxy(22) — 1 < Fx, x, (21, 22) < \/Fx, (21)Fx, (22).

18.- Sean X; y X5 dos variables aleatorias independientes y con la misma
distribucion, dada por P[X; = 1] = 2/3, P[X; = 2] = 1/3,i = 1,2. Sea
X3 = X1Xo.

a) Encontrar la funciéon de densidad conjunta de X7 y Xs.
b) Calcular Cov(X7, X3).
c¢) ;Son independientes X7 y X357

19.- Se seleccionan al azar dos ntimeros sin reemplazo de una urna que con-
tiene cuatro ntimeros -2,-1, 1 y 2. Sea X1, el primer nimero obtenido y
Xy, el nimero méas grande de ambos ntimeros seleccionados.

a) Encontrar la funciéon de densidad del vector (X7, X2).
b) Calcular COV (X1, X»).
c) ;Son X; y Xy variables aleatorias independientes?

20.- Considerando, el ejemplo 5.13, calcular la funciéon de densidad condi-
cional de X5 dado que X; = z;.

21.- Si X es una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx, (z1) =
0.511y(w1) + (1/3)I23(z1) + (1/6)[(33(w1) y X2 otra variable aleatoria
tal que E[Xs|X; = 1] = 1, E[Xo|X1 = 2] = 2y E[X3|X; = 3] = 3.
Calcular E[X5].

22.- Cuatro dados son arrojados, X; denota el niimero de unos en los pri-
meros tres dados y X3 el ntiimero de unos en los ultimos tres dados.

a) Encontrar la funciéon de densidad conjunta de X7 y Xo.

b) Encontrar las funciones de densidad marginales.

¢) Encontrar la funcion de densidad condicional de Xy dado que X7 =
xI.

d) iSon X; y X5 independientes?

23.- Para una accién financiera, se sabe que baja para un mes determinado
con una probabilidad de x; (esta probabilidad varia entre un mes y otro).
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Consideremos los siguientes n meses, sea Xo el nimero de periodos donde
la accién baja. Se sabe que la distribucién condicional de X9 dado un
valor especifico de x1 es B(n,z1) y la distribucion de X es U(0,1).
Encontrar

a) E[XQ]
b) La distribucion de Xs.
¢) E[X3] usando la distribuciéon encontrada en el inciso anterior.

24.- Sea (X1, X2) un vector aleatorio con funciéon de densidad dada por

fx(z1,22) = [1 = a(l = 221)(1 — 222)]L(0,1)(71)1(0,1)(w2), donde el para-
metro « satisface —1 < o < 1.

a) Demostrar que fx(z1,x2) es funcion de densidad.

b) Calcular las funciones de densidad marginales.

¢) Calcular la covarianza de X7 y Xo.

d) Demostrar que X; y X5 son variables aleatorias independientes si
y solo si X7 y X9 son variables que estan incorrelacionadas.

25.- En una caja hay fichas, dos con el ntiimero 1, dos con el niimero 2 y dos

con el ntmero 3. Dos fichas son sacadas al azar sin reemplazo. Sea X el
niimero més pequeiio de las fichas sacadas y Xo el nimero mas grande.
Encontrar

a) La funcion de densidad conjunta de X7 y Xo.
b) La funcion de densidad marginal de Xo.
C) La COU[Xl,XQ].

26.- Sean X1 y Xo dos variables aleatorias tal que la funcion de densidad de

X1 es fx,(v1) = (21/6)I{12,33(71) y la distribuciéon condicional de X3
dado X = x; es una distribucion B(x1,0.1). Encontrar

a) E[Xi]y V[Xi].

b) E[Xs].

¢) La funcion de densidad conjunta de X; y Xo.

27.- Supongamos que X = (X1, X3) es un vector aleatorio con distribucion

trinomial con parametros n,p; y po.

a) Demostrar que la funcion fx(z1,x2) indicada en la definicion 5.15,
es de densidad.

Calcular E[X;] y E[X3].

Calcular V[X;] y V[Xa].

Calcular Cov[X7, Xo].

Encontrar la distribucién marginal de Xo.

Encontrar la distribucién condicional de X9 dado que X1 = z7.
Calcular E[Xs|x1].

Q@ - 0o 2o o
S N S N N N
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28.- Si la funcién generadora de momentos de X = (X7, X2) esta dada por
mx (ti,t2) = eh®+t2?,

a) (Como se distribuye X7

b) Encontrar la distribucion de Xo.

c) (Estan X y Xj incorrelacionadas? ;Por qué?
d) ;Son independientes X7 y X7 ;jPor qué?

29.- Sean X7 y Xo dos variables aleatorias, con las siguientes funciones
de densidad fx,|x,(w1]z2) = c123/22% (g 4,)(21), donde 0 < 3 < 1y
sz (1’2) = 02x23I(071)(m2). Encontrar

a) Las constantes ¢ y ca.
b) La funcion de densidad conjunta de X7 y Xo.
c) P[1/4 < X1 <1/2|X5=5/8|.

P

d) P[1/4 < Xy <1/2].

30.- Sean X7 y X9 dos variables aleatorias con densidad conjunta dada por
Fx(1,1) = 1721, fx(1,2) = 1/42, fx(2,1) = 1/42, fx(0,0) = 1/21,
Fx(0,1) = 221, fx(0,2) = 1/7, [x(0,3) = 4/21, fx(1,0) = 2/21,
fx(2,0) = 1/7, fx(3,0) = 4/21, y cero en otro caso. Calcular el coefi-
ciente de correlacion.

31.- Sean X7 y X9 dos variables aleatorias independientes, y A y B eventos
definidos de la siguiente manera: A = {(z1,22) € R%la < X3 < b} y
B = {(z1,32) € R%c < Xy < d}, tal que P[4] = 1 y P[B] =
Encontrar la probabilidad de
a) ANB.
b) A—B.
c) AUB.

1
=

32.- Se sabe que un ajustador de seguros de autos tardaré en llegar al lugar
del siniestro, entre 0 y 20 minutos, desde el momento en que se reporté
el accidente. A partir de que el ajustador llega al lugar del siniestro,
se tardara en gestionar el tramite del accidente, entre 20 y 30 minutos.
Sea X el tiempo que tarda en llegar el ajustador al lugar del accidente
y X5 el tiempo que tarda en gestionar el tramite. Ambas variables son
independientes y se distribuyen uniformemente. Calcular la probabilidad
de que en menos de 30 minutos se termine el tramite desde que se reportéd
el accidente.

33.- Sean X7 y X dos variables aleatorias que tienen funcién de densidad
conjunta dada por fx(z1,x2) = (3x1 + 2x2)/51, donde el recorrido con-
junto es (z1,z2) = (1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3). Determinar la
media y varianza condicional de X, dado X1 = z1.

34.- Considerando la funciéon de densidad conjunta del ejercicio 30.
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) Encontrar las dos funciones de densidad marginales.

) Encontrar las dos funciones de densidad condicionales.

) Calcular las dos medias condicionales.

) Verificar que se cumple E[E[X5|X1]] = E[X3] sin usar el teorema
5.9.

a
b
c
d

35.- Sea ®(t1,t2) = In(mx(t1,t2)), donde mx (t1,t2) es la funcion generado-
ra de momentos conjunta de X y Xo. Demostrar que la primera derivada
de ®(t1,t2), con respecto a t; evaluada en t = (0,0), proporciona la media
de X;, para i = 1,2, que la segunda derivada de ®(t1,t2), con respecto
a t; evaluada en ¢t = (0,0), proporciona la varianza de X;, para i = 1,2
y que la segunda derivada de ®(t1,t2) con respecto a t1 y con respecto a
to, evaluada en t = (0,0), nos proporciona la covarianza de X1 y Xo.

36.- Demostrar el teorema 5.3.

37.- Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio con funcion de densidad dada por

stanen) = (2) (/2% (@0/10) Ho g @2)4rap(o0)

a) Demostrar que fx(z1,x2) es funcion de densidad.

b) Encontrar la funcion de densidad marginal de Xs.

¢) Calcular F[X5] usando la funcion de densidad de Xo.
d) Calcular E[E[X2|X1]].

38.- En una compania de seguros, cada siniestro es evaluado por un perito el
cual dictamina, si se paga o no. Sea Xs el nimero de siniestros reportados
al mes y X; el nimero de siniestros que realmente se pagan en el periodo.
La funcién de densidad conjunta de X7 y X5 estda dada por

672

f&(‘rlax2) —

mI{O,L...,mZ}(531)—7{0,1,..‘}(332)-

a) Demostrar que fx(z1,x2) es funcion de densidad.

b) Encontrar la funcion generadora de momentos de X = (X1, X3).
¢) Calcular las medias y las varianzas de X; y Xo.

d) Calcular el coeficiente de correlacion de X; y Xo.

e) Calcular E[X|xa].

f) Calcular E[E[X1]|X2]].

39.- Se sabe que el rendimiento de dos bonos financieros X; y Xs son varia-
bles dependientes y que su distribucién conjunta es una normal bivariada
con parametros g1 = 5, ug = 10, 0 =1, ¢ = 5y p > 0. Supongamos
que se cumple P[4 < Xy < 16|21 = 5] = 0.954, determinar el valor del
coeficiente de correlacién p.
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40.- Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio con funcion de densidad

iefl/Z(mer:v%) {1 i $1$26—1/2(x§+1372)} '

fx(x1,22) = 5

Demostrar que las funciones de densidad marginales de esta distribucién
conjunta son distribuciones normales. Este hecho demuestra que si las
marginales son normales, esto no implica que la densidad conjunta sea
forzosamente una normal bivariada.

41.- Sean X; y Xo dos variables aleatorias con funcién de densidad conjunta
fé(xl,xg) = k‘I(O@l)(SCQ)I(O,Q) (l’l) Calcular

a

b

c
d

) k.

) PlX1 <2X3].

) Las funciones de densidad marginales.

) Las funciones de densidad condicionales.

42.- Sea (X1, X) un vector aleatorio el cual se distribuye uniforme sobre la
region R = {($1,.”L‘2)|{L‘1 +x0 < 3,21 > 0,20 > 0}. Sean A = {X1 < 1} y
B = {X5 > 1} dos eventos. Calcular la probabilidad de que

a) Al menos uno de los eventos ocurra.

b) Ocurran los dos eventos.
¢) Exactamente uno de los dos eventos ocurra.

43.- Suponga que X7 y X2 son dos variables aleatorias independientes, dis-
tribuidas de manera idéntica. Sea Z otra variable aleatoria definida como
Z = kX1 4+ Xo. Si el coeficiente de correlaciéon de X7 y Z es igual a 0.5,
encontrar el valor de k.

44.- Sean X1 y X5 dos variables aleatorias con funcién de densidad conjunta
f&(xl, 332) = ka:lxgl(om)(xl)f(og) (1‘2) Calcular

a) El valor de k.
b) P[X1<1/2|Xe=1].

45.- Sean X1 y X9 dos variables aleatorias, tal que X; tiene una media igual
a 16 y una varianza de 9. Si la media condicional de X dado X1 = x1,
es igual a z7, calcular la media de Xs.

46.- Considerando el ejemplo 5.8, verificar si X7 y Xa son variables aleatorias
independientes.

47.- Considerando el ejemplo 5.10, verificar si X1 y Xo son variables aleato-
rias independientes.

48.- Sean Xi y Xs dos variables aleatorias con funcién de densidad conjunta
dada por fx(z1,2) = kaix31g 4, (x1)1(01)(22). Encontrar
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a) El valor de k.
b) E[X?| Xy = 19

49.- Sean X7 y X5 dos variables aleatorias independientes con distribucion
Poisson, tal que se cumple 4V [X;] = V[X3] = 8 . Calcular la probabilidad

50.- Sean X; y X dos variables aleatorias, tal que la funciéon de densidad
de Xy es fx, (21) = 2421101 /2)(21) y la funcion de densidad condicional

de Xy dado X1 = 71 es fx,|x, (x2]x1) = I(O,Qzl)(:rg). Encontrar la

T2

237%
distribucién de Xo.

51.- Sean X y X3 dos variables aleatorias con funcién de densidad conjunta
dada por fx(x1,72) = kl(,21)(x1){(0,1)(%2). Encontrar

a) El valor de k.
b) La funcion de densidad marginal de Xj.
¢) La densidad condicional de Xy dado que X; = z1.

52.- Sea X; el importe de un siniestro reportado por un asegurado y Xs
la cantidad que la compaifia de seguros realmente pagaré al asegurado
después de haber realizado el perito del siniestro. Supongamos que la
funcion de densidad conjunta de X; y Xo estd dada por fx(xi,x2) =
ke™@Fe2) [ ooy (1) L0 00) (22).

a) Encontrar k.

b) (Como se distribuye X;?

¢) Encontrar la funcion de densidad condicional de X5 dado que X7 =
X.

d) Encontrar el valor esperado condicional de X5, dado que X7 = z7.

53.- Un punto (X7, X») es seleccionado aleatoriamente de un disco circular
de radio 1 con centro en (1,1). Determinar

a) La funcion de densidad para (X7, X3) con funciones indicadoras.
b) La funcion de densidad marginal de Xj.

¢) La densidad condicional de X5 dado que X7 = z7.

d) El valor esperado condicional de Xy dado que X = x;.

54.- Sean X; y Xo dos variables aleatorias, tal que la funciéon de densidad

3x2
LT (1) y

condicional de X; dado Xy = w3 es fx,|x,(71]72) = 13

10
la densidad marginal de X5 es fx,(z2) = §x2(1—x§)1(0,1)(:c2). Calcular
E[Xs|xq].

55.- Sean X; y Xo dos variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas como U(—2a,2a). Si V[X1Xs] = 256/9, calcular a.
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56.- Demostrar el teorema 5.10.

57.- Considerando el ejemplo 5.23 (5.5, 5.9, 5.12 y 5.18), verificar que se
cumple E[E[X2|X1]] = E[X3] sin usar el teorema 5.9.

58.- Considerando el ejemplo 5.29 (5.1, 5.2, 5.8, 5.13), verificar que se cumple
E[E[X3]X1]] = E[X2] sin usar el teorema 5.9.

59.- Sean X7 y X dos variables aleatorias, las cuales cumplen las siguientes
propiedades: E[X3|X; = z1] = 921 — 3y V[X2| X1 = 21] = 8122, ademés
se sabe que X tiene distribucion uniforme en el intervalo (1, 5). Calcular
V[X2].

60.- Demostrar el teorema 5.11.

61.- Supongamos que el vector aleatorio X = (X7, X»2) tiene una distribu-
ci6n nonrmal bivariada con parametros ju1, pa, 0%, 03, p. Calcular E[X1],
E[Xa], VIXa], V[Xa] v pxy %5

62.- Sea (X1, X2) un vector aleatorio con funcién de densidad fx(x1,z2).
Demostrar que se cumple V[aX; + bXs + c] = a?V[X1] + b*V[X2] +
2abCov (X1, X9).

63.- Un actuario es asesor de una compania de seguros. El asesor ha anali-
zado que el tiempo de vida en anos de Juan se distribuye uniforme sobre
el intervalo (0,20) y ademas, que la vida de Pedro se distribuye expo-
nencial con media 25 afios. Se sabe que ambas vidas son independientes.
Calcular las siguientes probabilidades

a) Juan viva més afios que Pedro.
b) La suma de anos entre Juan y Pedro sea menor a 20 anos.

64.- Sea (X1, X2) un vector aleatorio que se distribuye uniformemente sobre
la region R = {(z1,72) € R?|0 < 23 < |71] y —2 < 21 < 2}. Encontrar

a) La funcion de densidad conjunta de (X7 y X3) con sus correspon-
dientes funciones indicadoras.

b) P[Xl + Xo < 2].

¢) Las funciones de densidad marginales de X; y Xo.

d) La funcién de densidad condicional fx, x, (z2|z1).

65.- Considerando un seguro de gastos médicos mayores, se sabe que el total
de gastos hospitalarios por una intervencién quirtrgica, es una varia-
ble aleatoria X, la cual se distribuye uniforme sobre el intervalo (0, 5),
ademaés los gastos de hospedaje y atencién médica en la habitaciéon, es
otra variable aleatoria X7, que se distribuye uniforme sobre el intervalo
(0, X9 / 4).

a) Encontrar la funcién de densidad de X;.
b) Calcular E[X;].
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Introducciéon

En este capitulo se trataran las distribuciones de funciones o transformacio-
nes de variables y vectores aleatorios. Esto es, dada una variable o vector
aleatorio con distribucién conocida, el objetivo es encontrar la distribucién
de una nueva variable, la cual es funcién de la variable o del vector dado.

El tema de distribuciones de funciones de variables o vectores aleato-
rios tiene importantes aplicaciones en problemas de inferencia estadistica, en
simulacién estocéstica, y en problemas actuariales, entre otras areas.

No existe mucha teorfa sobre el tema de transformaciones de variables
aleatorias, lo que existe son procedimientos y, por lo tanto, predominan més
los ejemplos de diferente grado de dificultad. Se puede encontrar la distri-
bucién de la transformaciéon de una variable o vector aleatorio por medio de
alguno de cuatro métodos, estos se enlistan a continuacién:

1. Método de la funciéon de distribucion.

2. Método discreto.

3. Técnica de cambio de variable.

4. Método de funcién generadora de momentos.

Es importante aclarar que en ocasiones existen problemas que se podran
resolver por méas de un método, pero la recomendacion es resolver el problema,
por el camino mas simple, de ahi la importancia de que el estudiante domine
cada una de estas metodologias.

6.1. Meétodo de funcion de distribucion

A continuacion, se explicara en forma general en qué consiste el método de
funcion de distribucién para encontrar la distribucion de la transformacion
de una variable o vector aleatorio. También, se indicara los alcances y limi-
taciones de este método.
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Supongamos que conocemos la distribuciéon de una variable aleatoria X,
ya sea su funcion de densidad o su funcion de distribucion. Sea U = ¢g(X) una
transformacion de esta variable, entonces, el objetivo del método de funciéon
de distribucién es encontrar la funcién de distribucién de la nueva variable
aleatoria U, usando el conocimiento de la distribucién de la variable X.

En la explicacién anterior, X es una variable aleatoria y g es una transfor-
macion real. Los problemas con este método se pueden ampliar a transforma-
ciones reales de un vector aleatorio X = (X7, X2), esto es, transformaciones
de R? a R. Este método no es préactico para vectores X de mayor dimension,
ya que como se vera, los resultados por este método se recargan, casi siempre,
en las graficas de los recorridos, tanto de la variable o vector original, como
de la nueva variable.

No queda més que realizar ejercicios con diferente grado de dificultad
para asimilar y dominar este método. Se empezara con ejemplos donde la
transformaciéon va de R a R.

Ejemplo 6.1. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada
por fx(z) = 2zl 1)(x), encontrar la funciéon de densidad de U = 3X — 1.

Se recomienda realizar la grafica de la transformacion de la variable alea-
toria, para tener claridad sobre el recorrido de la nueva variable U, ademas
ayuda a confirmar caracteristicas de la funcién como si es biyectiva o no, si
es creciente o decreciente. Esta grafica se da a continuacion:

We@ quj

o E-.Iul
'
Figura 6.1. Transformacion del ejemplo 6.1
Es notorio que el recorrido de la nueva variable es el intervalo (—1,2).
La funcién de distribucién de X para valores del recorrido es

Fx(z) = P[X < x]

= / 2tdt
0



6.1. Método de funcion de distribucion

Ahora se obtendra la funcién de distribucion de U
Fy(u) = P[U < u]
= P[3X —1<4]
u+ 1}

:P[Xg

u—+1
- ()

1 2
- (%) ,siue (—1,2).

De esta manera,

2
) = (50 ) Tr) + Ty 0

Por lo tanto, la funcién de densidad estd dada por

2
fU(U) = §(U, + 1)[(_172)(’114).
Ejemplo 6.2. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada
por fx(x) = 2(1 — x)I1)(x), encontrar la funciéon de densidad de U =
4-7X.

La grafica de la transformacién se da a continuacién:

Figura 6.2. Transformacion del ejemplo 6.2

Se puede observar que el recorrido de la nueva variable es (—3,4).
La funcién de distribucién de X para valores de su recorrido es

Fx(z) = P[X < 1]

=/Oz2(1—t)dt

xT

=2t — ¢

0
= 2x — 22
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

La funcién de distribucién de la nueva variable
Fy(u) = P[U < 4]
=P[4-7X <]

4—u
=P|X >
=]

4—u 4—u\?
=1-2 .
() ()
Por lo tanto,

Fu(u) = [1 i (4;“> + (‘ﬁ“ﬂ 13,09 (1) + Ty ooy ().

De esta manera,

2

ol = (15) G+ 0Isy ().

Hasta el momento, los dos ejemplos tratados son transformaciones biyec-
tivas. Por este método también se pueden tratar funciones que no son uno a
uno, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.3. Sea X una variable aleatoria con distribucion U(—3, 3). Sea
U=g(X)=9—- X?. Encontrar la funcién de densidad de U.

La grafica de la transformaciéon se presenta a continuacion:

Figura 6.3. Transformacion del ejemplo 6.3

Obsérvese que el recorrido de la nueva variable es el intervalo (0,9).
Ademas, es notorio que esta transformacion no es uno a uno, es una funcion
que tiene dos inversas para todos los valores de u.

Se puede observar que u proviene de dos preimagenes

:U:gfl(u):—\/QTuy x:ggl(u): 9 —u.
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6.1. Método de funcién de distribucion

A continuacion, encontraremos la funciéon de distribuciéon de U
FU(u) = P[U S u]
= P[9— X? <.

Se puede notar, véase la gréafica anterior, que la preimagen del evento
9— X2<uyes

{zeR-3<X<—VI9—u 6 VI—u<X <3}
De esta manera, la funcién de distribucion es igual a

Fy(u)=P[-3<X <—V9—u|+PVI—u<X <3|
_ —\/9——u+3+3—\/9——u

6 6
W .
= w, donde u € (0,9).

Por lo tanto,

6 —2v9—u
T ) (1) + Tig ey ().

Entonces, la funciéon de densidad es

Fy(u) =

Ju(u) = 6\/%[(0,9) (u).

Ejemplo 6.4. Encontrar la funcion de densidad de U = g(X) = —|X — 2|,
donde la variable aleatoria X tiene distribucion uniforme sobre el intervalo
(0,4).

Igual que en los ejercicios anteriores, se presentara la grafica de la trans-
formacion

L
Xxgeu)

Figura 6.4. Transformacion del ejemplo 6.4

Se puede ver en la grafica que u tiene dos preimégenes,

r=g ' (u)=u+2y =g, (u) =2 —u
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Se puede también notar que el recorrido de la variable aleatorio U es el
intervalo (—2,0).
La funcién de distribucién es

_u+ 4—-24u
4 4
_ u+ 2
2
De esta manera,
u+ 2
Fy(u) = 5 I —9,0y(u) + Ijg,00) (u).

Entonces,
1
fu(u) = 51[—2,0] (u).
Por lo tanto, U ~ U(—2,0).

Ejemplo 6.5. Sea X una variable aleatoria la cual se distribuye U(2,4).
Encontrar la distribucién de la siguiente transformacion de X,

3X -6, siX<3,
U=g(X)=
12 -3X, siX >3

La grafica de la transformacién se da a continuacién:

Figura 6.5. Transformacion del ejemplo 6.5

Se puede observar que u € (0, 3).
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6.1. Método de funcién de distribucion

En este caso,

_ u+ 6 _ 12 —u
g1 H(u) = 3 y g5 (u) = T

Entonces, la funcién de distribuciéon de U se determina de la siguiente
manera;

WS N =

Por lo tanto,
U

3 Lo 3y (u) + I13,00) (1)

Y la funcién de densidad de U

FU(U) =

1
fu(u) = 51(0,3) (u).
De esta manera, U ~ U(0, 3).

Ejemplo 6.6. Sea X una variable aleatoria la cual se distribuye uniforme
sobre el intervalo (0,5), y sea U = ¢g(X) una funcion de X dada de la
siguiente manera: g(z) = |v — 2|[g4(z) + (6 — 2)[(45)(x). Encontrar la
funcion de densidad de U = g(X).

Obsérvese las siguientes graficas de la transformacion de la variable alea-
toria. En la primera, se muestra el caso cuando hay dos inversas y la segunda,
se ilustra cuando hay tres inversas.

Figura 6.6. Transformacion del ejemplo 6.6, donde se ilustran dos
nversas
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Figura 6.7. Transformacion del ejemplo 6.6, donde se ilustran tres
1NVersas

Obsérvese que el recorrido de la nueva variable U es el intervalo (0, 2).
Cuando 0 < u < 1 hay dos inversas (primera grafica) y cuando 1 < u < 2
hay tres inversas (segunda grafica), por esta razon, para obtener la funciéon de
distribucién de U se deben de considerar dos casos, los cuales se presentaran
a continuacion.

Caso 1. Cuando 0 < u < 1 (Cuando hay dos inversas).
Obsérvese la siguiente grafica

Figura 6.8. Transformacion del ejemplo 6.6, caso: dos inversas

En este caso, g7 *(u) =2 —u y gy (u) =2+ u.
Por lo tanto,

FU(u) =P[US’M]
= Plg(X) <
=P2-u< X <2+4]
_ 2u
5

Caso 2. Cuando 1 < u < 2 (Cuando hay tres inversas).
En la siguiente grafica obsérvese con detalle, la importancia de las tres
inversas en el calculo de la funcién de distribucion de U.
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6.1. Método de funciéon de distribucion

| T T p—

wag: (dl n=g: vl K=
N N

Figura 6.9. Transformacion del ejemplo 6.6, caso: tres inversas

Obsérvese que, en este caso, las inversas son
g w) =2 —u, g3 (W) =2+uy g5'(u) =6 —u
Por lo tanto,

Fy(u) = P[U < ul
=Pl0<U<1]+P[1<U<u]
=Fy(l)+ P[1 <U < uj

:§+P[1<9(X)gu]

2
=5+Pp—u§X<u+PB<X§u+m+Pm—ugx<a
_g+1—2+u+u+2—3+5—6+u

5 5 5 5

_3u—1

5

De esta manera,

2 3u—1
Fy(u) = 5UI(0,1] (u) + 5 I1,9)(w) + Ijg,00) (w).

Por lo tanto, la funciéon de densidad es

3

Ty (u) + £ 1(12) ().

fo(u) -2 z

5

Los ejemplos mostrados hasta este momento consideran transformaciones
de los reales a los reales. En el siguiente ejemplo, la transformacién que se
considera es de un vector en R? a los reales. Cabe mencionar que para este
tipo de problemas, es de mucho apoyo tener claridad sobre el recorrido del
vector aleatorio X = (X1, X3).
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Ejemplo 6.7. Sea X = (Xj, X3) un vector aleatorio con funcién de den-
sidad dada por f&(l’l,xz) = 3:1311[0@1](1'2)1[0’1] (Il) Sea U = X1 — X2, una
transformacién de Xy y Xso. Encontrar por el método de funcion de distri-
bucién, la funcién de densidad de U.

El recorrido del vector X = (X1, X2) esté representado graficamente por
el tridngulo de la siguiente gréfica

Figura 6.10. Recorrido conjunto de X1 y Xo, ejemplo 6.7

Primero calcularemos la funcién de distribucién de la nueva variable U,
esto es,

FU(U) = P[U < ’LL]
= P[Xl —X2 < u]

Es importante tener claridad, geométricamente, sobre cuél es la region
de X7 — X5 < u, para calcular con mas facilidad la probabilidad anterior. Se
puede notar que la desigualdad X; — Xo < u es la subregion del recorrido
del vector X, limitada por las siguientes rectas: xo = x1; 29 = 1 —u; x93 =0
y x1 = 1. En la siguiente grafica esta region es la de color méas obscuro.

X3

Figura 6.11. Subregiones, ejemplo 6.7

362



6.1. Método de funcién de distribucion

Puede notarse en la anterior gréafica, que los valores que toma la nueva
variable U se encuentran en el intervalo (0,1). Esto es, obsérvese que de la
familia de rectas X1 — Xo = u que tocan la regiéon del recorrido conjunto de
X1 y Xs es para aquellas rectas donde los valores de u, se encuentran entre
Oy 1.

Entonces, la funcion de distribucién de U se calcula de la siguiente ma-
nera:

FU( ):P[Xl—X2<u]
=1-P X2>u]

1—u
=1 —/ / 3$1d$1d$2
u+xo

1—u
:1—/0 ;(1—(u+$2) )dxo

1—u 3 1—u 3
=1- / —dxo + / —(u + x2)dxa
o 2 o 2

3 3 [(u+ x2)3 T
12— o (T2
2 “)+2[ 3 |,
3 u3
=—u— —.
2 2

Por lo tanto, la funcién de distribucion expresada con funciones indica-
doras es

3 u?
Fy(u) = PRy Tio,1)(w) + 11 00) (w)-

De esta manera, derivando la anterior funcién, se obtiene la funciéon de
densidad, esto es,

o = (3 = 30 o) = 50~ )0 w0,

Ejemplo 6.8. Sea X = (Xi, X2) un vector aleatorio el cual se distribuye
uniformemente sobre el cuadro unitario. Encontrar la funcién de densidad
de U = X1 + Xs.

Para este caso, la funcion de densidad del vector X = (X1, X2) esta dada
por

fx (@1, 22) = Loy (x1)L(0,1)(72)-

Obsérvese que el recorrido del vector X esta acotado por las siguientes
rectas: xo3 = 0;22 = 1, 1 = 0 y 21 = 1, esta regién se se puede apreciar en
la siguiente gréfica.
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

X

My

Figura 6.12. Recorrido conjunto de X1 y Xa, ejemplo 6.8
La funcién de distribucion de U, se calcula como
FU(u) = P[X1 + X9 < u]

La desigualdad X; + X2 < wu estd representada por la subregion del
recorrido de X que estd por debajo de la recta X; + Xo = u, véase la
siguiente grafica.

Xy

w0 Gt Ui e wa
bl Al N L
Xy

Figura 6.13. Recorrido de U, ejemplo 6.8

De esta tultima gréfica, se pueden apreciar las rectas X14+Xo = u que
pasan por el recorrido del vector X, de aqui se puede afirmar que el
recorrido de la nueva variable U es el intervalo (0, 2).

Ademés, se puede observar que la subregion que representa la desigualdad
X1 + X9 < u siempre estard por debajo de la recta X7 + Xo = u. Esta
subregion es un triangulo, mientras 0 < u < 1 (regién con color méas obscuro),
pero cuando 1 < u < 2, la forma de esta subregion deja de ser un tridngulo
(region que no tiene color blanco). Estas dos situaciones se pueden apreciar
en las siguientes dos graficas. Lo que nos indica que el célculo de la funciéon
de distribucién se deberé realizar en dos casos diferentes. Este calculo se
presentara a continuacion:
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6.1. Método de funcién de distribucion

Caso 1. Cuando 0 < u < 1.
Obsérvese la subregion de la desigualdad X; + Xo < u en la siguiente
grafica

vl

H',+Jf,;51l :
.0

Xy

Figura 6.14. Caso 1. 0 < U < 1, ejemplo 6.8

Entonces, la funcion de distribucién queda como
FU(U) = P[X1 + X5 < u]
u
=5
Caso 2. Cuando 1 < u < 2.
Se puede observar cémo la subregion de X; + Xy < u cambi6 de forma

{1-u,1)

’X1 +x2? U
x1 K..x‘!_;u

C(tu-1)

Xz

Xi+Xysu
Xy

Figura 6.15. Caso 2. 1 < U < 2, ejemplo 6.8

Entonces, la funcién de distribucion se calculara de la siguiente manera:
FU(u) = P[X1 + X5 < u]
=1—P[X1+X2 >u]
=1— M
2
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

De esta manera, la funcién de distribucion es

At = T+ 1= 5

Y la funcién de densidad queda de la siguiente manera:

fu(u) = UI(O,I] (’LL) + (2 — U)I(LQ) (U)

El siguiente ejemplo, se deja para que lo resuelva el estudiante

] Ty (0) + Ty (1),

Ejemplo 6.9. Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio el cual se distribuye
uniformemente sobre el cuadro unitario. Encontrar la funcién de densidad
de U, donde

a) U*Xl—
X1
by U=+

El método de funcién de distribucién puede ser usado para encontrar la
férmula de convolucién para variables aleatorias continuas, la cual es una
férmula para encontrar la funcion de densidad de una variable aleatoria que
es la suma de dos variables aleatorias, véase la siguiente observacion.

Observaciéon. Sean X; y Xo variables aleatorias independientes continuas
con funciones de densidad fx,(x1) y fx,(z2), respectivamente, sea U =
X1 + Xs, entonces,

- /_ " (@0) fa (0 — 1) da.

A la anterior féormula se le conoce como formula de convolucion para
variables continuas.
A continuacion, realizaremos la demostracion

Fy(u) = [X1+X2 < ]

/ / Ix, (1) fx, (w2)dwaday

/Oo Ix, (21) [/0:1 fXQ(IQ)de] dry

/0O fx, (1) Fx,(u — x1)dzy.

Entonces, la funcién de densidad de U es
d oo
fotw) =g [ )P wa)da
“
— [ b0 P (u - o)dn

- /oo fx (@0) fx, (w = 1) day.
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6.1. Método de funcién de distribucion

Anélogamente, se puede demostrar que

fu(u) = /_OO fxo(w2) fx, (u — 22)ds.

Ejemplo 6.10. Considerando el ejemplo 6.8, encontrar de nuevo la funcién
de densidad de U = X7 + Xo, pero usando la formula de convolucién.

El recorrido de X es el intervalo (0, 1), por lo que el recorrido de U es el
intervalo (0, 2).
La funcién de densidad de U = X7 + X9 se calcula como

fu(u) = /_oo fxo(x2) fx, (u — w2)dzs
= /oo le (u — (Eg)dl‘g.

—0o0
La anterior integral se realizara sobre todos los valores de x9 donde la
funcion de densidad fx, (u—x2) es positiva. Esto ocurre cuando 0 < u—z9 <
1, ademas se sabe 0 < z9 < 1. Lo anterior ocurre si y solosi u — 1 < x9 < u
y 0 < z9 < 1, véase la region conjunta de Xo y u en la siguiente grafica.

Figura 6.16. Region x2 y u, ejemplo 6.10

De esta manera, existen dos casos para obtener fy(u).
Caso 1. Cuando 0 < u < 1.

fo(u) = /Ou dzs = u.

Caso 2. Cuando 1 < u < 2.

1
fU(u):/ drao=1—(u—1)=2—u.
u—1
De este modo,

fu(u) = ulg(u) + (2 — )l 2)(u).
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Observaciones

1. Este método esté limitado a resolver problemas donde la transforma-
cion va de R a R o de R? a R, ya que la solucién depende, en muchas
ocasiones, de las graficas de las subregiones de los eventos de la nueva
variable.

2. El método puede ser aplicado para casos discretos con transformaciones
de R a R, por ejemplo, si X tiene distribucién uniforme discreta o
geométrica, en estos casos, la funcién de distribucién se puede obtener
en forma explicita. Mas siempre sera maés facil resolver el problema por
medio del método discreto.

6.2. Meétodo discreto

En esta seccion se tratara el método para encontrar distribuciones de funcio-
nes de variables o vectores aleatorios que son discretos. Se explicard en qué
consiste el método y se trataran algunos ejemplos.

Se tratardn primero transformaciones de R a R. Esto es, supongamos que
conocemos la funciéon de densidad (o distribucion) de una variable aleatoria
discreta X y g(X) = U es una funciéon de X (de R a R), entonces, el objetivo
es encontrar la funcién de densidad de la nueva variable U de la siguiente
manera:

La dltima probabilidad depende de la variable X, y al lograr despejar la
variable X de la igualdad ¢g(X) = u, sera posible usar la funcion de densidad
de la variable X, la cual es conocida.

Primero consideraremos el caso donde U = ¢g(X) es una transformacion
biyectiva, esto es, tiene solo una inversa. En este caso, la probabilidad para
un valor especifico de U, depende de la probabilidad de un valor especifico
de X. Esto es, la funciéon de densidad de U se puede calcular de la siguiente
manera;

9(X) =]
X =g (w)]
— fx(g ™ (w)).

Ejemplo 6.11. Sea X una variable aleatoria, la cual tiene distribucién geo-
métrica con pardmetro p, sea U = 2X — 1. Encontrar la funciéon de densidad

de U.

Obsérvese que el recorrido de la nueva variable U es u = —1,1,3,5,...
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6.2. Método discreto

La funcién de densidad de U se calcula como

fu(u) = P[U = ]

= Plg(X) =]

= P2X — 1 =4
u+1

e
utl

=p(l—p) 2, parau=—1,1,3,5,...

Por lo tanto,

utl
fuw)=p(1—p) 2 I{_1135,.3(u).

El siguiente ejemplo considera una transformacion que no es uno a uno.
Ejemplo 6.12. Sea X una variable aleatoria con distribucién hipergeomé-
trica con parametros N = 11, k =4yn=4ysea U = g(X) = (X — 2)?
una transformacién de X. Encontrar la funciéon de densidad de U.

Obsérvese la gréfica de la transformacion

il " L

u =gl

L]

Figura 6.17. Transformacion del ejemplo 6.12

De esta manera, se puede observar que el recorrido de la nueva variable
esu=0,1,4.

Para encontrar la funcién de densidad de U, existen dos casos, para cada
caso el nimero de inversas es diferente.

Caso 1. Cuando u = 0 (existe solo una inversa).

P[U =u] = P[X =

00

N\

(+)

—_
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Caso 2. Cuando u = 1,4 (existen dos inversas).

oY

7 4 7
) eiva) | o) o-va)
11 + 11 Iy 4y (w).
4 4
Hasta el ejemplo anterior, las transformaciones consideradas van de R
a R. Este método también funciona para funciones que van de R? a R2.

Ademas, sera posible resolver problemas donde la transformacion va de R?
a R, modificando la transformacion, véase los siguientes dos problemas.

_l’_

Ejemplo 6.13. Sean X; y X5 variables aleatorias independientes tal que
X; tiene distribucion Poisson con parametro A;, ¢ = 1, 2. Encontrar la distri-
bucién de U = X1 + Xo.

La transformacion de este problema va de R? a R. Se introducird una
nueva variable y se obtendré de esta manera, una nueva transformacion que

va de R? a R?. Esto es, la nueva transformacion tendra dos componentes,
uno de ellos sera precisamente la funcién de la cual se pretende obtener su
distribucion, es una funcion va de R? a R. El otro componente se define como

otra transformacion que va también de R? a R, no importando mucho cémo
se define esta. Entonces, la idea es encontrar la funcién de densidad conjunta

de las dos variables que componen el nuevo vector, y a partir de la funcién de
densidad conjunta encontrada, se obtendré la funcién de densidad marginal
de la primera variable.

Para este ejemplo, la transformacion inicial es g1 (X7, X2) = X1+Xo = U
(de R? a R).

Definiremos una nueva transformacion que va de R 2a R 2 de la siguiente
manera: U = (U1, Uz) = (g1(X1, X2), 92(X1, X2)) = g(X1, X2). La definicion
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6.2. Método discreto

de Uy = ¢2(X1,X9) es arbitraria, finalmente no nos interesa obtener su
funcién de densidad. En este sentido, conviene definirla como una funcién
simple, facil de trabajar, que nos facilite, primero, encontrar la funcion de
densidad conjunta de Uy y Us, y segundo, a partir de la funciéon de densidad
conjunta, encontrar sin complicaciones la funcién de densidad de Uj.

Para este ejemplo, se propone g2(X1, Xo) = Xo, esto es, U = (U1,Us) =
(Xl + Xo, XQ)

La funcion de densidad conjunta de X7 y Xs es

T\ T2
)\]. )\2 e—()\l—f-)\g)

110 Lo, (1) 10,12, 3 (72).

fx(x1,22) =

El recorrido conjunto de X7 y X5 se presentara en la siguiente grafica

= =
-
"
L]
L]
"
[

> = ® =
-
- @ W
-
L
-
L]

¥ypol
Xy

Figura 6.18. Recorrido conjunto de X1 y Xo, ejemplo 6.13

Este recorrido esté limitado por las rectas X1 =0y Xg = 0.
Considerando la transformacion g(X1, X2) = (X1 + X2, Xs), se puede
observar que la recta X; = 0 se transforma en la recta Us = U; y la recta
X9 =0en larecta Uy = 0, esto es, si X7 =0, entonces, Uy = Xo y Us = Xo,
esto es, U; = Us. Si X9 = 0, entonces, Uy = X1 y Us =0, esto es, Us = 0.
De esta manera, el recorrido conjunto de U; y Us, graficamente es

- L]
4 " » »
w iy a
. . w M
o
- - - - -
1 - - L L - L]
i - - - B - - - -
g~ 0
] |
iy

Figura 6.19. Recorrido conjunto de Uy y Us, ejemplo 6.13
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

La inversa de la transformacion se obtendra resolviendo el siguiente sis-
tema de ecuaciones para x1 y Ta

Uy = I +:L‘2,

U2 = T3.

La solucién es
1 = uy — up = k1(u1, ug),

x9 = ug = ka(u1,u2),

donde kj(ui,ug) y ka(u1,uz2) son los componentes de la funcion inversa.
De esta manera, se puede obtener la funcion de densidad de U = (U, Us)

P[UL = u1, Uz = ug]
PIX1 + Xo = u1, Xo = us)]
P[X1 = u1 — ug, Xo = ug]
Jx (u1 —ug,uz)

AN nta)

(u1 — UZ)!UZ! €

fu(ui,u2)

L0120 (u2) o1 2, 3 (u1).

Ahora, se obtendréa la funcién de densidad de Uy = X1 + X9

u1 Aul —Uu9 )\ug

_ 1 2 —(Mi+A2)
fU1 (ul) N Z (u1 — UQ)!UQ!e 1 i

u=0

u1 Ul —uU2 \ U2
_ —(A1+A2) E )‘ >\
(u1 — ug)lug!

ug=0
U1

_ )\1+)\2) 1 Z T ym—uzyu
' — U1 —UQ 'UQ' ! 2

1 &
—(A1+A2) UL —U2 | U
1+A2 'Z< ))\1 2)\2

u2=0

— (>\1+)\2) ()\1 + Ag)™t
Uy

Obsérvese que para el célculo de la tltima suma, se aplico el teorema del
binomio (véase apéndice C).
Por lo tanto,

ul
fUl (Ul) —_ (/\1 + AQ) e—()q-f—)xz)[{o
U1! ’

1,2,...}(“1)-

Se concluye que Uy ~ Poisson(A1 + A2).
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6.2. Meétodo discreto

Ejemplo 6.14. Sea X = (X;, X2) un vector aleatorio el cual tiene dis-
tribucién trinomial con pardmetros n, p; y p2. Encontrar la distribucion de
U =X+ Xs.

La funcion de densidad conjunta de X7 y Xo es

f&(xlv xQ) =

n!

o2 (1—py—po) 177201 _aor ()] Z2).
PP prp—TL (1—p1—p2) 0.1,.n—a2} (1) {01, n} (22)

La grafica del recorrido conjunto de las variables X1 y X se da a conti-
nuacion:

Figura 6.20. Recorrido conjunto de X1 y Xo (n = 10), ejemplo
6.14
Como se habia comentado, las dimensiones del dominio y contradominio
deben ser iguales, para lograrlo definimos la transformacion g(Xi, X2) de la
siguiente manera:

9(X1, Xo) = (g1(X1, X2), 92(X1, X2))
= (X1 +X2,X1)
= (Ul,UQ).

En la anterior grafica, se puede observar que el recorrido del vector
X = (X, X2) esta limitado por las siguientes rectas: zo = 0, 21 = 0y
x1+x9 = n. Cada una de estas rectas, bajo la transformacion g(Xi, X»), de-
finida previamente, se transforman, respectivamente, en las siguientes rectas:
up = ug, u2 = 0y u; = n. Esto es, si x9 = 0, entonces, u; = x1 y us = x1,
y de esta manera, u; = us. Por otro lado, si ; = 0, entonces, u; = x2 y
ug = 0, por lo que us = 0. Finalmente, si 1 + 2 = n, entonces, u; = ny
u9 = n — Ty, de esta manera se concluye que u; = n.
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Entonces, el recorrido conjunto de Uy y Uy gréaficamente es

" & &
L] L] L] L]
- " '] £l *
Ly Ly s
) - " ] & L] L]
5 s ity =3
& 8 N & ® & W
- & . - . . 'l W
- - - ] = = - L] -
L L] ® L] 8 8 8 w & #
# * ® ® - o s s s # £l
Ll -

iy
Figura 6.21. Recorrido conjunto de las variables Uy y Uy (n = 10),
ejemplo 6.14

Ahora, se obtendra la inversa de la transformacién, resolviendo el siguien-

te sistema de ecuaciones:
up = 1+ T2,
ug = 1.
La solucién es
x1 = ug = ki(uy,uz),
Ty = uy — ug = ka(u, uz),

donde k1 (ui,u2) y ka2(u1,usz) son los componentes de la funcién inversa.

De este modo, se procederé a calcular la funcién de densidad del vector
U= (U1,U2)

fu(ui,u2) = P[Uy = u1, Uz = ug]

X1+ Xo = u1, Xo = us)

X1 = ug, Xo = w1 — ug]

Pl
Pl
= fx(u2,u1 — uz)

n! U, UL —U2 n—u
p—rg 1 o . 1’
ug!(uq —U2)!(n—u1)!p1 ) (1—p1—p2)

donde el recorrido de U se puede observar en la grafica anterior.
La funcién de densidad de U usando funciones indicadoras se da a con-
tinuacion
n!
ug!(ug —ug)!(n —uq)

X Iron,. iy (W2) 01, 3 (u1).

U1 —U

Pyt (1= p1— p2)

n—ul

fu(ur,ug) =
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6.2. Método discreto

Ahora, se obtendréa la funcién de densidad de Uy = X1 + Xo,

uy
n! U U] —UQ -
— 1 — py — po)—ul
y—
= L(l —p1 — p2)n—U1 i 1 pUmefw
(n—up)! ug! (ug — ug)!*t 2
u2=0
n! (1 )n—u1 i ul! U UL —UD
=7 L =P1—pP2 —7 .\ P1P
(n — ug)lug! = ug!(ug — ug)!*t 2
n = ul
= (u >(1 —p1—p2)" Z <u )P?nglm
1 om0 \U2
= (: > (1 —p1 —p2)" “Y(p1 + p2)“, dondeu; =0,1,...,n.
1

En la tltima suma se aplico el teorema del binomio (ver apéndice C).
Por lo tanto,

n
foi () = (p1+p2) (L —p1 —p2)" " Lgo1,.. n}-
u1

Se concluye que Uy = X + Xy ~ B(n,p1 + p2).
A continuacion, se presenta la féormula de convolucion para variables alea-
torias discretas.

Observacion. Sean X1 y Xy variables aleatorias discretas independientes
con valores enteros no negativos, con funciones de densidad fx, (z1) y fx,(x2)
respectivamente, sea U = X1 + X5, entonces,

fuw) =" fx, (@) fx, (u—21). (6.1)

x1=0

Esta suma considera todos los casos donde la suma X7 + X2 es igual a u.
A la ecuacion 6.1, se le conoce como férmula de convolucion para variables
discretas.

Ejemplo 6.15. Considerando el ejemplo 3.10, donde el nimero de defectos
en una pieza tiene distribuciéon Poisson con promedio de 2.5, volver a resolver
el inciso b usando la férmula de convolucion, esto es, la probabilidad de que
el nimero de defectos en dos piezas sea igual a 2.

Definimos las siguientes variables
X; = Namero de defectos en la pieza i, i = 1, 2.
U=X+ Xo.
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

De acuerdo con la férmula de convoluciéon 6.1,

2
fu2) =) fx (@) fx,(2 = 21)

x1=0

= le (O)fX2(2) + le(l)fX2(1) + le (2)fX2(0) = 0.08422.
Las probabilidades anteriores fueron calculadas en el ejemplo 3.10.

Ejemplo 6.16. Considerando el ejemplo 6.13, donde X1 y X5 son variables
aleatorias independientes, y X; tienen distribucién Poisson con A;,i = 1, 2.
Encontrar la distribuciéon de U = X + X5 usando la férmula de convolucion.

Aplicando la férmula de convoluciéon

fow) =" fx, (@1) fx,(u— 1)

r1=0
u T uU—x1
. )\1 _)\1 >\2 —)\2
= | (& (u - )' e .
xI: — !
21=0 1 1

La anterior suma ya se resolvid en el ejemplo 6.13, siendo el resultado

e—(A1t+A2)
fu(u) = T()q + A2)".

Concluyéndose de nuevo que U = X1 + Xo ~ Poisson(A1 + A2).

Observacion. La ecuacion 6.1 se puede generalizar para variables aleatorias
no independientes, esto es,

fU(u) = Z J‘X(ml,u — .%'1). (6.2)

x1=0

Se le sugiere al estudiante resolver de nuevo el ejemplo 6.14, pero ahora
usando la féormula 6.2.

6.3. Técnica de cambio de variable

Es una metodologia propia para transformaciones de variables o vectores
aleatorios continuos. El objetivo es encontrar la funcién de densidad de la
transformacién de una variable o un vector aleatorio continuo. Este método
se presentara considerando varios casos, los cuales se presentaran a continua-
cion.

Caso 1. Transformaciones biyectivas de R a R.

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad conocida
fx(x) y U = g(X) una transformacion real de X, la cual es biyectiva al
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6.3. Técnica de cambio de variable

menos en el recorrido de X. El objetivo es encontrar la funcién de densidad
de U, usando el conocimiento de la distribuciéon de X.

Si la funcion g(X) es biyectiva (en el recorrido de X), entonces, la funcion
es continua y ademas monoétona creciente o decreciente.

Obsérvese la grafica de g(X) cuando es monotona creciente.

. L
Xspuy ETE AW

Figura 6.22. Transformacion creciente. Cambio de variable

La funcién de distribucién de U se calcula de la siguiente manera:
Fy(u) = P[U < u
= Plg(X) <4
= P[X < g '(u)]
= Fx (97" (u)).
Por lo tanto, la funciéon de densidad de U es

fu(u) = %FU(U)

d

= Fx(g™\(w)

— fxla ) (407 @)

Ahora, obsérvese la grafica de g(X) cuando esta es monétona decreciente

g fud " ; 'lu1

Figura 6.23. Transformacion decreciente. Cambio de variable

377



Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

La funciéon de distribucion de U queda de la siguiente manera:

FU(U)

P[U < 4]

[9(X) < ]

(X > g7 (u)]

— P[X < g ' (u)]
— Fx (g~ ' (u)).

La funcién de densidad de U es

|
S« B v

fur(w) = - Fy ()
= L[ Fx(g™ ()

——ix(o W) (o)

Obsérvese que en este caso, la derivada de la funcién inversa es negativa.
En resumen, si U = g(X) es una transformacion biyectiva, entonces, la
funcién de densidad de U es

fo(u) = fx (g~ (u))

Ejemplo 6.17. Resolver el ejemplo 6.1 por el método de cambio de variable.

La funcion de densidad de X es fx(v) = 22/ 1)(7) y la transformacion
U = g(X) = 3X —1. En la solucién de este ejercicio por el método de funcion
de distribucion se observo que el recorrido de U es el intervalo (—1,2).

La funcién inversa g(z) = u es

=2t =g (w).

La derivada de la funcion inversa es

d _, B
%9 (u) = 3

Por lo tanto, la funcién de densidad de U es

fulu) = & (-4 DIy o).

Ejemplo 6.18. Resolver el ejemplo 6.2 por el método de cambio de variable.

La funcion de densidad de X es fx(x) = 2(1 —z)[(o1)(z), y la transfor-
macion U = 4 — 7X. Este ejercicio se resolvié por el método de funcién de
distribucion y se observo que el recorrido de U es el intervalo (—3,4).
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6.3. Técnica de cambio de variable

La funcién inversa es

La derivada de la inversa es

d _, 1
@9 (u) = N

Por lo tanto, la funcién de densidad de U es

ol = fx (3= w) |3
_ 42—9(3+u).

De esta manera,
2
fulu) = 15+ w30 (w).

Ejemplo 6.19. Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme
sobre el intervalo (0, 1), sea U = g(X) = —aIn(X) donde a > 0, jcomo se
distribuye U?

Obsérvese la gréfica de la transformacion

O P

Figura 6.24. Transformacion del ejemplo 6.19

Se puede observar en la grafica, que el recorrido de la nueva variable U
es el intervalo (0,00), también se puede apreciar que la transformacion es

decreciente.
La inversa de la funcién es

r=e a=g (u).
La derivada de la funcién inversa es

d _4 1 _u

@9 (u) = —Ee a.

379



Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

En este caso, la derivada resulto negativa, esto se debe a que la transfor-
macion g(z) es decreciente.
Por lo tanto,

Q

1
«o

De esta manera, la funciéon de densidad de U es

fulu) = fx (%) Tea

u
= —e a, donde 0 < u.
o

Por lo tanto, U ~ exp (/\ = é)

Uno de los propoésitos de la simulacién estocéstica es generar valores de
variables aleatorias con determinada distribucién. Por ejemplo, este tltimo
resultado es 1til para generar valores de una variable aleatoria con distri-
bucién exponencial. Con la idea de ilustrar lo anterior, se presentara una
simulacién especifica que se realizé usando el software R.

Esto es, se calcularon 10,000 valores de una variable aleatoria X con
distribucion U(0, 1), por medio de la instruccion de R: runif(10000,0,1).
Posteriormente, para cada valor x generado de la distribucién uniforme, se
aplico la transformacion v = —10in(x), logrando asi 10,000 valores de una
variable aleatoria U con distribuciéon exponencial con media igual a 10 (re-
sultado obtenido del ejemplo anterior). Finalmente, con estos tltimos 10,000
valores se construyd, también con R, un histograma.

En la siguiente grafica, con la idea de comparar, se presenta el histograma
junto con la grafica de la funcion de densidad de una distribucioén exponencial
con media igual a 10.

Densidad

X

Figura 6.25. Histograma vs. funcion de densidad

380



6.3. Técnica de cambio de variable

Se puede apreciar que el histograma de los 10,000 valores y la gréafica de
la funcién de densidad exponencial son muy parecidos.

Ejemplo 6.20. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de den-
sidad f(z) y funcion de distribucion F(z). Sea U = g(X) = F(X) una
transformaciéon de X. ;Coémo se distribuye U?

a) Por el método de funcion de distribucion.

b) Por el método de cambio de variable.

a) Es importante destacar que la grafica de la funcion de distribucion
es continua, y ademas, para valores del recorrido, la funcion de distribucion
es una funcién mondétona creciente. Dicho de otra manera, la funcién de
distribucion es una funcion biyectiva para valores del recorrido de la variable
aleatoria X.

La gréfica tipica de una funcién de distribucion para una variable alea-
toria continua es como la siguiente grafica

Figura 6.26. Transformacion del ejemplo 6.20

Se puede observar que el recorrido de la variable U es el intervalo (0, 1).
A continuacion, se obtendra la funciéon de distribucion de U.

Fir(uw) = P[U <
= P[F(X ) ul
= P[X < F~(u)]
=F(F~ 1( )) = u, donde u € (0,1).

Por lo tanto,
Fy(u) = ulig1)(u) + 11 o0) (w).
Entonces, la funciéon de densidad de U es
fu(u) = Iy (u).
En conclusion, U ~ U(0,1).
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

b) Obsérvese que si U = F(X), entonces, X = F~1(U).
De esta manera,

folw) = (P ) |50

Aplicando el resultado de la derivada de la inversa de una funcién

d 1
w0 FEw)
1
ST W)
donde F’ es la derivada de la funcién F.
Por lo tanto,
—1 d 4
fulu) = f(F7(u) | o= F (u)
_1 1
= 1070 | |
P 1 _

De esta manera,
Jo(u) = I (u).

En conclusion, U ~ U(0, 1).

Este resultado sirve para simular nimeros aleatorios con alguna distri-
bucién continua especifica, en simulacion la aplicaciéon de este resultado se
conoce como el método de la funcidon inversa para generar nimeros alea-
torios con alguna distribuciéon continua especifica.

Caso 2. Transformaciones de R a R, con k inversas.

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad conocida
fx(z). Consideremos U = ¢g(X), una transformacion real con k inversas en
el recorrido de X. Sea A el recorrido de X y B el recorrido de U.

Si g(X) tiene k inversas, significa q ue p ara c ada e lemento d e B, este
proviene de k elementos de A. Entonces, es posible particionar el conjunto A
en k subconjuntos Ay, A, ... Ay, de tal manera, que la transformacion g(X)
restringida a A; (¢g: A; — B), es una una funcion biyectiva con imagen
B, esto es, la funcion ¢g(X) restingida a A;, tiene solo una inversa, para
i1=1,2,...,k.

Supongamos que las k inversas de g(x), son denotadas como gi_l(u),i =
1,2,...,k. Obsérvese que la inversa gi_l(u) tiene como dominio B y como
imagen A;.
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6.3. Técnica de cambio de variable

De acuerdo al planteamiento anterior, la funcién de densidad de U se
puede expresar de la siguiente manera:

g,

du

k
fuw) =Y fx(gi (w)
i=1

Ejemplo 6.21. Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme
sobre el intervalo (—3,3) y U = g(X) = 9 — X? (ejemplo 6.3). Encontrar la
funcién de densidad de U por la técnica cambio de variable.

La grafica de la transformaciéon se da a continuacion:

Figura 6.27. Transformacion del ejemplo 6.21

Obsérvese que el recorrido de la nueva variable es el intervalo (0,9).
Ademas, esta transformacion no es uno a uno, es una funcion que tiene dos
inversas para todos los valores de w.

La funcién de densidad de X es

fx(@) = glam (@),

Las dos inversas se obtendran a continuacién:
. _ 2 _ -1 _
Siw =9 — 2% entonces, z = /9 —u. De esta manera, ¢g; (u) =
-1
—VI-uy gy (u) =V —u
Las derivadas de estas inversas son

Lot w =0 -w -
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Por lo tanto, la funcién de densidad de U es

forlw) = Fx(or )| g7 )

+fX92 ’d 92

= <é> 2\/% * (é) 20—
1 arauc(0,9).

6v/9 —u

De esta manera,
1

u) = ———=1 u).
fU( ) 6\/9——U (079)( )
Ejemplo 6.22. Sea Z una variable aleatoria con distribucién normal es-
tandar. Encontrar la distribucion de U = Z2.

La funcién de densidad de la variable Z es
1 22

fZ(Z) = me_ 2.

Se puede apreciar en la grafica que existen dos inversas

v .
1w g, Gyl =-ga [l

Figura 6.28. Transformacion del ejemplo 6.22

El recorrido de la nueva variable es el intervalo (0, 00).

Si u = 2%, entonces, z = +y/u. Esto es, g7 ' (u) = —/uy gy (u) = /u.
Por lo tanto, las derivadas de las inversas

d _, 1 1
- =y 2
dug1 (u) 2! %

d _ 1 _1

_ = Zu"2

dug2 (u) 2u

Entonces, la funcion de densidad de U
d _ _ d _
i) = Fa(7 () |20 ()] + F2lg5 () |55 (w)

u 1
= e 2u” 2, donde u € (0,00).
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6.3. Técnica de cambio de variable

Esta funcion se puede expresar de la siguiente manera:

1 u 1

fu(u) = m@”“”@m)(ﬂ)
(3)? _

u 1
= e 2u” 21 o0y (u).
rge e

Se puede observar que la anterior funcion de densidad corresponde a una
distribucion Gamma (r = %, A= %) Dicho de otra manera, es la funcion de
densidad de una distribucién ji cuadrada con un grado de libertad.

De esta manera, concluimos que U = Z2 ~ x?(1).

Este ultimo resultado es 1til para generar valores de una variable alea-
toria con distribucién ji cuadrada con un grado de libertad, a partir de una
variable con distribucién normal estandar. Siendo més puntuales, por medio
de R, se genera un valor de una variable aleatoria N (0, 1), puede ser por el
método de Box-Miiller, véase ejemplo 6.26, una vez generado este valor, se
eleva al cuadrado, el resultado serd un valor de una variable aleatoria con
distribucién ji cuadrada con un grado de libertad. Este resultado, ademas de
ser util en simulacién de Monte Carlo, también contribuye a problemas de
inferencia estadistica.

Caso 3. Transformaciones biyectivas de R™ a R™.

Sea X = (X1,Xo,...,X,) un vector aleatorio con funciéon de densi-
dad fx(z1,...,zp) la cual es conocida, consideremos la siguiente funcién
biyectiva de X, g(Xl,XQ, e ,Xn) = (gl(Xla PN ,Xn), ce ,gn(Xla . ,Xn))
= (U1,Us,...,U,) = U. Entonces, la funcion de densidad de U se obtiene
de la siguiente manera:

fulur, ... un) = fx(k(ug, ..., up))|J|

= fx(ki1(ui, ... upn) ko(ur, ..o ytn)y oo kn(ur, ... un))|J|,

donde k(ui,...,up) = (k1(u1, ..., un), ko(ur, ..., upn), ... kn(ut,...,uy)) es
la funcién inversa de la funcion g(z1,...,x,) y |J| es el valor absoluto del
jacobiano el cual se calcula de la siguiente manera:

Ou; Oug ouy,
g Ooup Ous Ouy,
ok, Ok, Ok,
oup Ous Oouy,
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Como se observa, los problemas que se pueden resolver con esta técnica
son para transformaciones que van de R™ a R"™, esto es, las dimensiones del
dominio y contradominio deben de coincidir.

Pero también se pueden considerar problemas donde la transformaciéon va
de R? a R. En este caso, se sugiere construir una nueva transformacion que
va de R? a R?, considerando como primer componente, la transformacion de
la cual existe interés en encontrar su funciéon de densidad, y como segundo
componente, una transformacion arbitraria de R? a R. La idea es encontrar
la funcion de densidad de la nueva transformacion, la que va de R? a R?, una
vez lograda, a partir de esta funciéon de densidad conjunta, se obtendra la
funcién marginal del componente que es la transformacion de la cual existe
interés en encontrar su funcion de densidad, véase el siguiente ejemplo.

Cabe mencionar, que esta idea de construir una nueva transformaciéon
que va de R? a R?, ya se habia sugerido en problemas discretos, donde
también las dimensiones del dominio y contradominio, en primera instancia,
no coincidian, se puede revisar los ejemplos discretos 6.13 y 6.14.

Ejemplo 6.23. Sea X = (X;, X3) un vector aleatorio con funciéon de den-
sidad fx(21,72) = I3, 2 41](®2) [0 (71). Sea U = X — 2X7, una funciéon
de X7 y Xo. Encontrar la funcion de densidad de la variable aleatoria U.

Se puede observar que la transformacion va de R? a R. Definiremos una
nueva transformacion que va de R? a R?, de la siguiente manera:

9(X1, X2) = (91(X1, X2), 92(X1, X2))
— (X — 2X1, X1)
= (Uy,Us) = U.

El primer componente de esta nueva transformacién corresponde a la
funcién en la que hay interés en encontrar su funcién de densidad. El segun-
do componente no importa como se define, no hay interés en encontrar su
distribucién, y por lo mismo se sugiere que se defina de la manera simple.

El recorrido graficamente del vector X = (X1, X2) es

Figura 6.29. Recorrido conjunto de X1 y Xo, ejemplo 6.23
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6.3. Técnica de cambio de variable

Obsérvese que el recorrido del vector X esta limitado por las rectas:
x1 =0,21 =1, 20 =21 y 20 = x1 + 1. Estas rectas son importantes para
encontrar el recorrido del nuevo vector U. La idea es verificar como cada una
de estas rectas cambia bajo la transformacion y, de esta manera, tendremos
las limitaciones del recorrido del vector U.

A continuacién, se encontraran las limitaciones del recorrido del nuevo
vector.

Si z; = 0, entonces, u; = 3 y ue = 0. De aqui se deduce que la recta
x1 = 0 se transforma en la recta ug = 0.

Ahora, si 1 = 1, entonces, u; = x3 — 2 y us = 1. Se concluye que la
recta x1 = 1, se transforma en la recta us = 1.

En el caso, x1 = 3, implica u1 = —x1 y us = x1, esto es, u; = —us.
Esto es, la recta x1 = x9 se transforma en u; = —us.

Sizo =21+ 1, entonces, u1 =1 —x1y us = 1, estoes, uy =1 —us. La
recta xo = x1 + 1 se transforma en la recta u; = 1 — us.

Entonces, la nueva region queda determinada de la siguiente manera:

Figura 6.30. Recorrido conjunto de Uy y Us, ejemplo 6.23

Considerando los componentes de la transformacion g(x1, x2) = (u1, uz),
se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Uy = 9 — 2:U1,

uUg = 1.

Los componentes de la inversa se obtienen resolviendo el anterior sistema
de ecuaciones, esto es,

To = U + 2ug = kQ(Ul,UQ),

r1 = Uy = kl(ul,u2).

Se calculara el jacobiano
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Entonces,

Ju(ur,ug) = fx (ki (u, ug), ka(ui, uz))|J|
= fx(ug,us +2ug)| — 1| = 1,

donde el recorrido es indicado en la tltima grafica.
Por lo tanto, la funciéon de densidad de U con funciones indicadoras es

fu(ui,ug) = Iy, 1—uy)(u1)I[o,1) (uz)
= I1_yy 1) (u2) I—1,0)(u1) + Tjo 1 —uy) (u2) I(0,1) (1)

El siguiente paso es encontrar la funcién de densidad marginal de Uy,
esta se calculard por casos.
Caso 1. Cuando —1 < wuy <0.

1
foo(u1) = dug

—uq

=1+4+u.

Caso 2. Cuando 0 < u; < 1.

1—uq
fo, (uq) :/ dus
0
=1- ui.

De esta manera,

fu (u) = (T +w) Iy g (wa) + (1 —ua)Ig,1)(u1)-

Ejemplo 6.24. Sea X = (X7, X2) un vector aleatorio el cual se distribuye
uniformemente sobre el cuadro unitario. Encontrar la funciéon de densidad
de U = X1 + X5 por medio de la técnica cambio de variable.

Este ejercicio ya se habia resuelto por el método de funciéon de distribu-
cion, véase el ejemplo 6.8, ahora se resolvera por la técnica de cambio de
variable.

La transformacion dada va de R? a R. Para igualar las dimensiones del
dominio y contradominio, se definird una nueva funcion de R? a R?, de la
siguiente manera:

9(X1, X2) = (91(X1, X2), g2(X1, X2))
= (X1 + X, X2) = (U1, U2) = U.
El recorrido conjunto de X7 y Xo es el cuadro unitario, el cual estéi

limitado por las rectas: x1 = 0, 1 = 1, z9 = 0 y 22 = 1, este se puede
apreciar en la siguiente gréfica.
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Xyl

e
X gy =0

[0}

LT 1 Lo
My

Figura 6.31. Recorrido conjunto de X1 y Xa, ejemplo 6.24

La funcion de densidad conjunta de X7 y X5 es
fx(@1,22) = Loy (x1)L(0,1)(72).

Obsérvese, si 1 = 0, entonces, u1 = T3 y ug = X2, por lo tanto, u; = us.
En el caso de 1 = 1, implica que u; = 1 4+ x2 y us = x2, de esta manera,
se cumple uo = u; — 1. Ahora, en el caso de xo = 0, se puede observar
que up = x1y ug = 0. Y si x9 = 1, entonces, uy = 1 + 1y ug = 1. De
esta manera, se obtienen cuatro lineas rectas que limitan el recorrido de U.
En conclusioén, el recorrido de U queda limitado por las rectas: u; = wuso,
ug =uy — 1, ug = 0y ug = 1, véase la siguiente grafica.

{1 |

'S
Figura 6.32. Recorrido conjunto de Uy y Us, ejemplo 6.24
Los componentes de la inversa de la transformacién son
k1 (u1,ug) = u1 — uz,

kg(’u,l, ’U,Q) = Uu.

El jacobiano es
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Entonces,

fu(ui,ug) = fx(k1(ur, u2), ka(u, ug))|J| =1,

donde el recorrido conjunto de U; y Uy se muestra en la anterior gréfica.
De este modo,

fuur,ue) = Iio ) (u2) Lo,y (u1) + Ly —1,1) (u2)L(1,2)(u1).
Se obtendra la funcién de densidad de Uj.

Caso 1. Cuando 0 < u; < 1.

fo (u1) = /Ou1 dug

= Uui.
Caso 2. Cuando 1 < uy < 2.

1
fuy (u1) = / dus

1—1
=2— uy.

Por lo tanto,

fon(u1) = url gy (ur) + (2 — u1) L 2)(u1)-

Ejemplo 6.25. Sean X; y X5 dos variables aleatorias independientes tal que
X1 tiene distribucién gamma con parametros vy 1, y Xo tiene distribucién
gamma con parametros 8y 1. Sean Uy = X1 + Xo y Uy = ﬁ

a) ¢Son U y Us variables aleatorias independientes?

b) Encontrar la distribucion de Uj.

c) Encontrar la distribucion de Us.

En este caso, la transformacion va de R? a R?, esto es,
9(X1, X2) = (91(X1, X2), 92(X1, X2))

X
= (Xl +X2, X1+1X2)
= (U1,Us) =U

La funcién de densidad conjunta de X1 y X2 es

fx (w1, 22) = fx, (21) fx,(22)

1 1 -
= [F(a)x?_le_xlj((),oo)(x1>:| [F(ﬁ)xg 16_m2[(07oo)(x2)

_LL ?71 B—1_—(x1+x2)

- I'(a) F(/B)x T2 C 1(0,00) (xl)l((),oo) (2).
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El recorrido conjunto de X7 y X3 es el primer cuadrante, esto es,

X3

Xy

Ky=0

s

Figura 6.33. Recorrido conjunto de X1 y Xo, ejemplo 6.25

Este recorrido esta limitado por las rectas 1 =0 y 2 = 0.

Si x1 = 0, entonces, u; = x2 y ug = 0. Si 9 = 0, entonces, u; = z1 y
uo = 1. El nuevo recorrido esta limitado por las rectas: uo = 0, ug = 1, y
ademas por u; = 0, ya que u1 = x1 + x2 > 0, véase siguiente grafica.

=

[# T ]
Uy

Figura 6.34. Recorrido conjunto de Uy y Usa, ejemplo 6.25

La inversa de la transformaciéon queda de la siguiente manera:
k(ui, ug) = (ki(u1, uz), ka2(u1, u2))
= (urug, u1 — uruz).
El jacobiano es

U2 Ul
J =
1-— U2 —UuUl

= —UuUjuy — U,l(]. — UQ) = —Uui.
Por lo tanto, |J| = u;.
De esta manera, la funcion de densidad de U es

1 1

fu(ur,ug) = mm(ulw)a_l[ul(l —ug)]’ e (w)
— ﬁ%ﬁ)uiﬁﬁ_lug_l(l — uz)ﬁ_le_ul,

donde el recorrido del vector U se muestra en la tdltima gréfica.
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Entonces,

fu(ui,ug) = (1)(1) uS TP ug (1 —

—-1 —
’uz)ﬁ € ulf(o,oo)(ul)f(o,l)(uz)-
a) Obsérvese que la funcion de densidad encontrada se puede expresar
de la siguiente manera:

1 o —uy '« o _

Por el teorema 5.8, se puede afirmar que U; y Us son variables aleatorias
independientes.
b) Se sacara la marginal de U;

1 e
fU1 (Ul) = /0 |:I_‘(al+/3)U(11+516—U1:| IF‘((Q);(g))ugl(l — U2)6—1:| dUQ
_ 1 at+B-1_—u, lr(a—i_ﬁ) a—
I'(a+B) e /o F(oz)l“(ﬁ)% (1 — u2)” ™ dug
B 1 atf-1_—uy
Dla+p) 1

Obsérvese que la ultima integral se realiza sobre todos los valores de una
funcion de densidad de una distribucion Beta(a, ) y, por lo tanto, vale 1.
Por lo tanto,

1 uo‘+ﬁ lg—u I

Tla+5)" aeata)

Esto es, Uy ~ Gamma(a + §,1).
c) La funciéon de densidad de Us

fU2(u2):/000 |:F( 1 a+ﬁ 1 —u1:| |:F a+5 (1—u2)5—1 duq

fon (ur) =

a—+p I
_Dla+B) a1y -1 e
*W“ -w) /oraw ¢
_ F(a+6) a—1/1 68—
= o) )

La tltima integral se realiza sobre todos los valores de una funcién de
densidad con distribucion Gamma(a + 3,1), por lo que vale 1.
Por lo tanto,

Ia+h) o
T(@)T(3)

Esto es, Uy ~ Beta(a, 3).

fu,(u2) = N1 = ug)? T (g ) (u2).
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Cabe senalar que el resultado del inciso b sirve para generar valores de
una variable aleatoria con distribucién gamma, como suma de otras dos
variables aleatorias independientes, cada una con distribucién gamma. Este
resultado se va a generalizar aplicando el método de funcién generadora de
momentos, véase la siguiente seccion.

El resultado del inciso ¢ se aplica para simular valores de una variable
aleatoria con distribucion beta, a partir de valores de dos variables aleatorias
independientes con distribuciéon gamma cada una.

Ejemplo 6.26. Sea X; y X5 una muestra aleatoria de tamano 2 de una dis-
tribucion uniforme sobre el intervalo (0,1). Se define las siguientes variables
aleatorias

Up = (—2In(X1))Y2cos(2rX5) y Uz = (—21In(X1))"? sen(27X>).

a) Encontrar la distribuciéon conjunta de Uy y Us.
b) ;Son U; y Uy variables aleatorias independientes?
¢) (Coémo se distribuye U;,i = 1,27

a) En este caso, la transformacion es
9(X1, X2) = (91(X1, X2), 92(X1, X2))

= (—=21n(X71))Y? cos(2mX), (—21In(X1)) Y2 sen (27 X5))
= (U1,U2) =U.

La funciéon de densidad conjunta de X7 y Xo es
fx(z1,m2) = L1y (21)L(0,1)(72).
El recorrido conjunto de X7 y X3 es el cuadro unitario,

Xpgu

Xy

Figura 6.35. Recorrido conjunto de X1 y Xo, ejemplo 6.26

En este caso, el procedimiento de considerar cada una de estas rectas
que limitan el recorrido de X7 y Xo, bajo la transformacion, no nos lleva
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a una region concreta para Uy y Us, como en los ejemplos anteriores. Pero,
analizando con detalle conjuntamente los componentes de la transformaciéon
9(X1, X2), es posible observar que el recorrido conjunto de Uy y Us es todo
R2.

El siguiente paso es encontrar la funcion inversa de g(X1, Xs). Los com-
ponentes de esta transformaciéon son

uy = (—=2In(z1))2 cos(2mas) y  ug = (—2In(x1))"/? sen(2mas).

Elevando cada componente al cuadrado queda

ut = —21In(z1) cos?(2mxs),
u3 = —21In(z;) sen?(27as).
De esta manera,
u? +ud = —21In(z1) cos®(2mze) — 21In(x1) sen?(2mze) = —21n(x1).

Por lo tanto,

_uitud
r1 — €
= ki (uy,u2).
Por otro lado,
U2
— = tan(27mxe).
U

Por lo tanto,

1
Ty = — tan ! <ﬂ>
27 1

= k‘g(ul, u2).

Ahora se calcularéan los componentes del jacobiano

Ok1(u1,u2) _ui+ud
—_—— 2 —
Ouy € ( ul)?
8]€1(U1,U2) _M
—_ N A - 2 _
ity e (—u2),
6]432(U1,U2) - 1 1 < U2>
Qw2 | fup\2\ Wd
1 14 <U2) 1
Ul
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6k2(u1,u2) . 1 1 < 1
8“2 N % 2 171
1+ <W>
L U1
B 1 [ Ul
27 uf + u3
Entonces,
u%—i—u% u%-‘,—u%
e 2 (—u) e 2 (—ug)
B 1 —Uu9 1 1 Ul
2r (ud +u3] 2w |ud + ud
1 utu T u2 1 ud+ul w2
=——e 2 St S R 2
2m | u? + u3 27 u? + u3
1wt oq 5 9
=——¢ 2 —5 | (U] tu
o u%—ku%]( 1+ )
1 uitul
= __— ¢ 2
2m
Por lo tanto,
1 uitul
= e 2
2

De esta manera,

fu(ur,uz) = fx(ki(ur, uz), ka2(ur, uz))|J|

1 ui+ul
= (1)—e 2
( )2ﬂ_e )
donde el recorrido del vector U es R2.

Esto es,
1 uitdd

[ J— 2
Ju(ur,ug) 5-¢

Esta es la funcién de densidad de una distribucién normal bivariada con
parametros p3 =0, up =0, 07 =1,03 =1y p=0.

b) Al distribuirse U normal bivariada con p = 0, entonces, U; y Us son
variables aleatorias independientes (teorema 5.17).

¢) Por el teorema 5.16, se puede afirmar U; ~ N(0,1),i = 1,2.

El resultado anterior es una forma de simular valores de una variable
aleatoria con distribucién normal estdndar, por medio de valores de una va-
riable aleatoria uniforme sobre el intervalo (0,1). A este método para generar
valores de una distribucién normal estdndar, se le conoce en simulacién como
el método de Box-Miiller.
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Siendo més puntuales, por medio de R se simula el valor de una varia-
ble aleatoria con distribucion U(0,1), usando la instruccion runif(1,0,1),
supongamos que x es el resultado de este calculo, entonces, se efectta la si-
guiente transformacion: (—2n(z))"/2cos(2rx) (o (—2In(z))/2sen(2rz)), el
resultado serd el valor de una variable aleatoria con distribucion N (0, 1).

En seguida se presentara la simulacién de 20,000 valores de una variable
aleatoria con distribucién normal estandar.

Por medio de R, se simularon 2 veces, 10,000 valores de una variable
aleatoria con distribucion U(0, 1), los primeros 10,000 se guardaron en un
vector llamado X1, el resto en otro vector X2. Posteriormente, se gene-
raron los vectores Ul y U2, también de tamanio 10,000 cada uno, don-
de los componentes que ocupa el lugar ¢ se generaron de la siguiente ma-
nera: Ul[i] = ((=2 = log(X1[i]) * %(1/2)) % cos(2 * pi x X2[i]) y U2[i] =
((—2xlog(X1[i]) * x(1/2)) % sin(2 * pi * X2[i]). Se apilaron los dos anteriores
vectores en uno solo, quedando un vector de 20,000 componentes. De acuer-
do al problema anterior, los componentes de este ultimo vector forman una
muestra aleatoria de una distribucion N (0, 1). A continuacion, se presenta el
histograma de estos valores simulados junto con la gréafica de la funcién de
densidad de una distribucion N (0, 1).

Oy bl

Figura 6.36. Histograma y funcion de densidad

El método de Box-Miiller sirve para generar valores de una distribucion
normal estandar. Es muy facil comprobar que si una variable Z ~ N(0, 1),
entonces, la variable X = p+0Z ~ N(u,0?). Esto significa, que también se
podran generar facilmente, valores de una variable aleatoria N (u,o?).

Caso 4. Transformaciones de R™ a R™, con k inversas.

Sea X = (Xi,Xo,...,X,,) un vector aleatorio continuo con funcién de
densidad conocida fx(x1,...,2,). Consideremos U = ¢(Xi,Xo,...,X,),
una transformacion de R™ a R™ con k inversas en el recorrido de X. Sea A
el recorrido de X y B el recorrido de U.

Si g(X) tiene k inversas, significa que para cada elemento de B, este
proviene de k elementos de A. Entonces, particionaremos el conjunto A en
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k subconjuntos Ai, Ag, ..., Ay, de tal manera, que la transformacion g(X)
restringida a A; (¢g: A; — B) es una una funcion biyectiva con imagen B,
esto es, tiene solo una inversa, i = 1,2,... k.

Supongamos que las k inversas de g(z) son denotadas como g; '(u) =
(kin(uiy e ytn), ooy kin(ur, ..., up)), i =1,2,..., k. Obsérvese que la inver-
sa g; '(u) tiene como dominio B y como imagen A;.

Entonces, la funcion de densidad conjunta de las variables Uy, Us, ..., U,
se puede obtener de la siguiente manera:

k
fulur,ug, .- un) =Y fx (g ()] Jil
=1

k
= fx(ki(ur, ... un), .. kin(un, ..., un))|J;], donde
=1

Ok;1 Ok Oki1
Oou;  Ous ouy,
Ok;o  Okio Okio
ouy Oug Ouy,
Ji = ) v = 17 27 7k
ouq Oug Ouy,

Por el momento no se presentara ejemplo alguno de la técnica de cambio
de variable con una transformacion ¢g(Xi, Xo,...,X,) de R™ a R" con k
inversas, més en el tema de estadisticas de orden, se podra observar que la
obtencién de la funcién conjunta de n estadisticas de orden es un ejemplo
donde se aplicara este resultado, véase teorema 6.14.

6.4. Meétodo de funciéon generadora de momentos

Como en los otros métodos ya tratados, se explicard en qué consiste el méto-
do de funcién generadora de momentos. Es importante resaltar que varios de
los resultados obtenidos por este método tienen aplicaciones muy importan-
tes, principalmente en temas relacionados con la estadistica y simulacién de
Monte Carlo. A continuacién, se explicara el método considerando primero
transformaciones reales de una variable aleatoria, mas este método se puede
extender a otro tipo de transformaciones de variables incluso funciones de
vectores aleatorios.

Sea X una variable aleatoria con funciéon generadora de momentos (f. g.
m.) mx(t) conocida o que tiene una distribuciéon conocida. Sea U = g(X)
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una transformacion de X, el objetivo de este método es, encontrar la f. g.
m. de la variable U, esto es, my(t), usando el conocimiento que se tiene de
la distribucién de la variable X.

Las siguientes observaciones nos indican algunos pros y contras de este
método.

Observaciones

1.

Este método se acaba de explicar para transformaciones g: R — R,
pero el método se puede aplicar en forma eficiente y sin mucho grado
de complejidad, para otras funciones con dimensiones diferentes, como
g: R — R"™ o también para funciones g: R” — R, lo cual es una
ventaja de este método sobre los demés.

. Este método no depende de la descripciéon grafica de los recorridos, lo

cual representa otra ventaja sobre los métodos anteriores.

. El hecho de que la transformacién no sea biyectiva, no representa com-

plejidad adicional alguna, este método no hace distincién entre funcio-
nes biyectivas y las que no lo son.

Este método aportara resultados de mucha importancia para inferencia
estadistica, ya que las dimensiones del dominio y contradominio no
afecta para encontrar la solucién que se pretende.

. No siempre es un método accesible, existen problemas donde es mas

sencillo aplicar los métodos previamente ya vistos. En particular, las
variables con distribuciéon uniforme o con funcién de densidad poli-
nomial no son problemas sencillos para resolverse por medio de este
método.

Obsérvese la demostracion del teorema 4.19, es un primer ejemplo de la
metodologia de funcién generadora de momentos. Se recomienda al estudian-
te revisar paso a paso la demostracion.

A continuacién, se dara otro ejemplo.

Ejemplo 6.27. Sea Z una variable aleatoria con distribucién normal es-
tandar, encontrar la distribucion de U = Z2.

Obsérvese como se obtiene la funcién generadora de momentos de U

my(t) = E[eUt]

E[ Z2t] /OO 22t ]. _ﬁd
= e = e —e 2dz
PO V2T
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2

o0 1 _ 4

/ _e 2121 gy
oo V2m(1— 2t)" 3

= (1-2t)"2, si(1—2)72>0.

ol

— (1-2t)"

Esto es,

my(t)=(1-26)72, si t< %

Esta ultima es la funcién generadora de momentos de una distribucion
ji cuadrada con 1 grado de libertad, por lo tanto, se puede concluir que
U=2%~x1).

Obsérvese que la ultima integral se realiza sobre todos los valores de una
funcion de densidad con distribucion N (0, (1 — 2¢)71).

Este dltimo resultado ya se habia resuelto por medio de la técnica cambio
de variable (ver el ejemplo 6.22). También, se explicdé como este resultado es
atil para generar valores de una variable aleatoria ji cuadrada con 1 grado
de libertad, dandose las indicaciones para hacer los célculos por medio del
software R.

Ejemplo 6.28. Sean X, Xs,..., X, variables aleatorias independientes
tal que X; ~ Poisson()\;), i = 1,...,n. Encontrar la distribuciéon de U =

X1 +Xo+---+X,.

A continuacién, se obtendra la funcién generadora de momentos de U.

my(t) = Ele"]
— E[e(X1+X2+'“+Xn)t]
— E[6X1t€X2t . eXnt]

— [eXlt]E[eth] -~-E[€X"t]

=mx, (t)mX2 (t) emx, (t)
_ e)\l(etfl)e)\g(etfl) . e)\n(etfl)

— (T Ai)(ef -1
Obsérvese que esta ultima expresion es la funcion generadora de momen-

tos de una distribucion Poisson (3, A;). Por lo tanto, se puede concluir
que U = X1+ Xo + -+ X, ~ Poisson (> ;| \i).

Ejemplo 6.29. Sea X; y X2 una muestra aleatoria de tamano 2 de una
distribucién normal estandar.

a) (Como se distribuye U = (U1, Us) = (X1 + X2, X1 — X2)?

b) (Ui y Us son variables aleatorias independientes?

c¢) (Como se se distribuye U;, i = 1,27
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a) Se sacard la funcion generadora de momentos de U,

mg(t1,t2) U1t1+U2t2]

e
(X1+X2)t1+(X1— Xz)tz]

e
X1(t1+t2)+X2(t1— tz)}

Q]

1(t1+t2)  Xa (1 —t2)]

El
[
[
[e*
[e®

Djtqmbj

1(t1+t2 ]E[exz(t1—t2)]

=mx (tl + tz)mXQ(tl —t2)
_ e(t1+2t2)2 e(t1;t2)2

263423
—e 2

Esta es la funcién generadora de momentos de una distribucién normal
bivariada donde p; = pa = 0, 0? = 03 = 2y p = 0. Por lo tanto, U =
(Uy,Uz) ~ NB(0,0,2,2,0).

b) Como U = (Uj, Us) tiene una distribucién normal bivariada y p = 0,
por el teorema 5.17, Uy v Us son variables aleatorias independientes.

c¢) Por el teorema 5.16, U; ~ N(0,2),i = 1,2.

Teorema 6.1. Si X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes con
funciones generadoras de momentos mx, (t), mx,(t),...,mx, (t), respectiva-
mente, entonces, la funcion generadora de momentos de la variable aleatoria
U=X14+Xo+ -+ X, estd dado por

= HmXi (t)
=1

Demostracion. Obsérvese

my(t)

I
=

@
I
My

Il
&
D)

(X1+X2+"‘+Xn)t]

exlt Xot . Xnt]

[
Eﬂﬁﬁ

X Bl Bl
o Om 0, 0

Il
= 2
3
>

s
Il
—_

O]

Teorema 6.2. Si X1, Xo,..., X, son variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con funcion generadora de momentos comin
mx (t), entonces, la funcion generadora de momentos de la variable U =
X1+ Xo+ -+ X, estd dado por

my(t) = [mx(1)]".
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Demostracion. Aplicando el teorema anterior

= [mx ()" O

Los siguientes resultados son una aplicaciéon de los dos teoremas anterio-
res, y en cada uno de ellos, la variable U se define como U = """ | X;.

1.

Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas como Bernouilli(p), entonces, U ~ B(n, p).

. Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias independientes tal que X; ~
B(mi,p),i=1,...,n, entonces, U ~ B( > mi,p).

. Sean X7, X, ..., X, variables aleatorias independientes tal que X; ~
Poisson()\;),i =1,...,n, entonces, U ~ Poisson( Dy )\i).

. Sean Xi, Xo,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas, como Geométrica(p), entonces, U ~ BN (r = n, p).

. Sean X1, Xs,..., X, variables aleatorias independientes tal que X; ~
BN (rs,p),i=1,...,n, entonces, U ~ BN (Y. | 5,p).

. Sean X7, Xo,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas como Ezp(\), entonces, U ~ Gamma(r = n, \).
Sean X1, Xs,...,X, variables aleatorias independientes tal que X; ~
Gamma(ri, \),i =1,...,n, entonces, U ~ Gamma(Z?zl Ti, )\).

. Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias independientes tal que X; ~

x?(vi),i=1,...,n, entonces, U ~ x*( 31, v4).

Los anteriores resultados son ttiles en materia de simulacién, esto es,
se pueden generar valores de una variable aleatoria, a partir de sumas de
valores de otras variables aleatorias independientes.

Teorema 6.3. Sean Xi,Xo,..., X, wvariables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con funcion generadora de momentos comun
mx (t), entonces, la funcion generadora de momentos de la variable aleato-

ria X = X1+X2:L-"~+Xn

estd dada por

mx(t) = [mx (7)]"

Demostracion. Obsérvese

mx(t) = Ele™]

_ gl

_ E[e(X1+X2+---+Xn)(fL)]_
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

La anterior es la funcién generadora de momentos de X1+ Xo+---+ X,
valuada en % Entonces, aplicando el teorema anterior

m(t) = [mx (4)]" 0

A la variable aleatoria X del teorema anterior se le conoce como la media
muestral, véase definiciéon 6.3.

Teorema 6.4. Sean X1, Xs,...,X, variables aleatorias independientes vy
Y1 =q1(X4), Y2 = 92(X2), ..., Y, = gn(X,,) son funciones de estas variables.
Entonces, las variables Y1,Ys,...,Y, también son independientes.

Demostracion. Obsérvese que la funcion generadora conjunta de Y7, Ys, ..., Y,
se puede expresar de la siguiente manera:

Yit14Yoto++Ynt
my (t1,t2,. .., tn) = E[e T2t tinin]

[
E[egl(Xl)tl+92(X2)t2+"'+gn(Xn)tn]
— E[egl(xl)tlegz(Xz)tz e egn(Xn)tn]
E

e (X0t glegz(X2)t2] . plegn(Xn)tn] (por teorema 5.6)

Por el teorema 5.7, las variables Y7, Ys, ..., Y, son independientes. O

Existen resultados relacionados con la distribucién normal, pero por la
importancia que tienen en varias aplicaciones, principalmente en temas de
inferencia estadistica, estos se trataran en la siguiente seccién.

6.5. Aplicaciones a la estadistica

En esta seccién se tratarédn resultados de distribuciones de variables alea-
torias que contribuyen en temas de inferencia estadistica. Estos resultados
ayudarén a entender el vinculo que hay entre la probabilidad y la estadistica.

Los primeros dos resultados tratan de la construcciéon de variables alea-
torias, con distribuciones ¢ de student y F. Estos resultados son importantes
en la construcciéon de intervalos de confianza y pruebas de hipoétesis, temas
que son tratados en inferencia estadistica.

Teorema 6.5. Sea Z una variable aleatoria con distribucion normal estdn-
dar y W una variable aleatoria con distribucion ji cuadrada con v grados de
libertad, ademds Z y W son variables aleatorias independientes, entonces, la

Z
VW/v
Demostracion. Sean Z y W dos variables aleatorias independientes, tales
que Z ~ N(0,1) y W ~ x2(v).

variable tiene distribucion t de student con v grados de libertad.
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6.5. Aplicaciones a la estadistica

Por lo tanto, la funcién de densidad conjunta de las variables aleatorias
Zy W es

las cuales estéan en funcion de Z y W.
Se puede observar que

—co<T <00 y U>0.

Obsérvese que la inversa de esta transformacion es

w 1
Z=T\—=TU

El jacobiano es

N|=
<
=

I
Q}

J_ﬁu NP, 1
0 1

De esta manera, se puede observar que el valor absoluto del jacobiano
queda igual, esto es,

1

1 1
—u?2
‘ﬁu ﬁu

La funciéon de densidad conjunta de Ty U, se calcula de la siguiente

manera.
u
fru(t,u) = fzw (t\/; U) | /|

D=

/] =




Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

De esta manera,

oo v m 2
fr(t) =/ L e 0,
0

Obsérvese que la dltima integral se realiza sobre todos los valores de
una funcién de densidad con distribucién gamma con parametros r = ”TH y
t2

A= (1+5L)(3), por lo que el valor de esta integral es igual a uno.

Por lo tanto,
T v+1
fT(t) _ ( 2 ) —T-

v (1+2)F

La anterior es la funcion de densidad de una distribucion tStudent(v).
De esta manera, T' ~ tstudent(v). O

Teorema 6.6. Sean Wi y Wy dos variables aleatorias independientes con
distribuciones ji cuadrada con vi grados de libertad y ji cuadrada con vo
Wl/Vl
WQ/I/Q
y o grados de libertad en el numerador y denominador, respectivamente.

grados de libertad, respectivamente, entonces, se distribuye F' con 11

Demostracion. Sean Wy ~ x%(v1) y Wa ~ x%(12), ademés, suponemos que
W1 y Wy son variables independientes.
Por lo tanto,

T wa (w1, w2) = foy (w1) fwv, (w2)

V1 Q
(3)2(3)?  woy m _wiw
w1 wo &
T (3)T (%)

Definimos las siguientes variables aleatorias

Wi
F:V% y U =W,
23
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6.5. Aplicaciones a la estadistica

Se pueden observar que los recorridos de estas variables son:

F>0 vy U>Q0.

La inversa de la transformacién es

Fl jacobiano se calcula como
(LU (2)F
J= = (”1) U.
0 1 v2

Por lo tanto, la funcién de densidad conjunta de F' 'y U es

fF,U(fau) = le,WQ <<:> uf,u> |J‘

1 %% 2 v
= PRAZE=Z [<I/2)uf] w2 L
L (3)r (%)
) (%);fﬂ (s
e vo u
(%2)%1 vy V1+V2_1

u 2

X e_%K%)fH], dondef >0 y u>0.

De esta manera, la funciéon de densidad de F' se calcula de la siguiente
manera:
V1
) iy v v +v ul(fvL
fF(f) :/ (VQ) vituvo fililu 12 2716_2[(V2)f+1]du
0 I‘(Vl)]_" 1/2)2 D)
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

V1
T (1/1-51/2) (1%) 2 f%—l

T r(y)r®) [(Zi)erlr;W

vitvo

o O[]} 7 s )y,

regE)

Vi
V1t 1% 2 vl
r(eg2) () Fa-
vi+va

I'(3)r (%) [IJF(%)f] >

donde f > 0.

Por lo tanto,

fr(f) =

resg) (9) g
I (1 () fr;wf“m)(f :

La ultima integral se realiz6 sobre todos los valores de una funcién de
densidad gamma con parametros r = '“Tm v A= (%) [1 + (Z—;) f}, por lo

que la integral vale uno. Por lo tanto, F' ~ F(v1,13).

Las siguientes definiciones y resultados estan encaminados a aplicaciones
en diferentes temas de estadistica.

Definiciéon 6.1. Sean X, Xs,...,X,, variables aleatorias independientes
con una funcién de densidad comian fx,(x) = fx(x), parai = 1,2,...,n,
esto es, la funcién de densidad conjunta de las variables X1, Xs,..., X, es
igual a fx(z1,22,...,2,) = fx(x1)fx(x2) - fx(zy), entonces, se dice que
X1, Xo, ..., X,, es una muestra aleatoria de una distribucién con funcién de

densidad fx(x).

Para que X1, X, ..., X}, sea una muestra aleatoria (m. a.) debera cumplir
dos propiedades, la primera es que las variables sean independientes y la se-
gunda es que, ademés, tengan una distribucién comin. Esto es, X1, Xo,..., X,
es una muestra aleatoria si y solo si las variables son independientes e idén-
ticamente distribuidas (v. a. i. i. d.). Si alguna de las dos propiedades no
se cumple, entonces, se puede considerar que es una muestra, pero no es
aleatoria.

Definicién 6.2. La distribucién de una variable aleatoria que esté en fun-
cion de variables aleatorias que conforman una muestra es conocida como
distribucion muestral.
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6.5. Aplicaciones a la estadistica

Definicion 6.3. Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de alguna distri-
bucién, la media muestral y la varianza muestral se denotan, respectivamente,
como X y S? y se definen de la siguiente manera:

) > X > (X - X)?

¥ =l g2 _ =l
n Y n—1

SQ _ 171

n
Cuando hagamos referencia a la varianza muestral, consideraremos la
primera definicion.
Los siguientes resultados tienen algo en comn, las variables X1, Xo,..., X,
tienen distribuciéon normal. Estos resultados tienen una aportacién impor-
tante en temas de inferencia estadistica.

Teorema 6.7. Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias z'ndependientes tal
que X; se distribuye normal con media p; y varianza O' =12...,n, 9
sean ki, ks, ..., k, constantes. Entonces,

U= ZkX N<lel,2k2 2)

La demostracién se deja como ejercicio para el estudiante.

Corolario 6.1. Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una distribu-
cion normal con media p y varianza o2, y ky, ka, . . ., k, constantes. Entonces,

n n n
U= kX, ~ N(kai,o2Zk§>.

i=1 i=1 i=1
Demostracion. Por el teorema anterior

U= ZkX N(ZIW,ZH 2) O

Observacion. Supongamos que X1, Xo,..., X, es una muestra aleatoria de
una distribucién normal con media p y varianza o2, aplicando el corolario
anterior, en particular se cumple

2
1.X~N<M,U>.
n

2. ZXi ~ N (n,u, no2).
i=1
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Observacion. Si X1, Xo,...,X,, es una muestra aleatoria de una distribu-
cion normal con media p y varianza o2, entonces,
X —p
m( ~ N(0,1).
Este resultado se utiliza en estadistica, en particular para la inferencia
de un promedio, cuando la muestra aleatoria es obtenida de una poblacién
con distribucion normal con media p y varianza conocida o?.

Teorema 6.8. Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion
normal con media j y varianza o®. Entonces,

Demostracion. Se puede afirmar

X. —
iTh ON@O,1),i=1,2,...,n.
o
Entonces,
Xi—p\?
(’M>~ﬁOM=L%~w
o
Como X1, ..., X, son variables independientes, entonces,
n 2
Xi—u
> (Et) ~ =
i=1 g

Observacion. Este tltimo resultado es ttil para hacer inferencia estadistica
para una varianza, cuando la muestra aleatoria es obtenida de una poblacién

la cual tiene una distribucién normal con media p conocida y varianza o2

Teorema 6.9. Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una distribu-

2

cion normal con media p y varianza o, entonces, U = (n — 1)— tiene

2
o
distribucion ji cuadrada con n — 1 grados de libertad, ademds, X y S? son
variables aleatorias independientes.

Demostracion. Obsérvese que se cumple

n n

Z(wz —u)? = Z(mz —2)% 4+ n(z — p)?.

=0 i=0
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6.5. Aplicaciones a la estadistica

Si Xq,...,X, es una muestra aleatoria de una distribucién normal con
media p y varianza o2, entonces, la funcién de densidad conjunta de estas
variables es igual a

1 n
1 \" 252 Z(ﬂvi — p)?
e i=1
\/2770)

( 1 > no 902
= e
2mo

Por otro lado se sabe que
2
X ~ N(u, U).
n

Por lo tanto, la funcién de densidad de X es

r
>6—202”(9@ - p)?

fX(xl,...,a:n):<

fx(@) = ﬁ(

2o
Se va a considerar la siguiente transformaciéon

Yi=X,Yo=Xo,....,Y, = X,,.
Se puede observar que el recorrido conjunto de las variables Y7, Ys, ..., Y,

es R".
La inversa de esta transformacién es

Xi=n¥1-Yo—--- =Y, Xo=Ys,..., Xy, = V5.

Se puede verificar facilmente que el valor absoluto del jacobiano es igual
|J| = n. Entonces, la densidad conjunta de Y7,Ya,...,Y,, es

fx(ylvy% cee 7yn)

:fg(nyl*3/2*"‘*3/71,3/2»---,3/71)”
1 n
-( )
2mo
1 2 - 2 2
sl =y = = =)+ D (i~ y)? + (i — )]
Xe =2

Por otro lado, se procederé a sacar la funciéon de densidad condicional de
YQ, c. ,Yn dado Y1 = Y1.
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Sy Yuln (W25 - - -5 Ynl Y1 = 1)

_ fX(yla Y2, ... 7yn)
fyi(yn)

R {(nyl —yn—y1)>+ (i — 1) +nly — M)Q]
Rk |

\/ﬁ[ 1 ]E_Q;Qn(z—u)Q

=+/n i=2
2o
La anterior funcién es una funciéon de densidad conjunta para Ys,...,Y,
condicionada a Y7 = y;. El recorrido del vector (Ya,...,Y,) es R*71. Si
se integra esta funcién con respecto a cada una de las variables Ys, ..., Y,

sobre todos sus valores, el resultado es igual a uno, por ser una funciéon de
densidad. Lo anterior es vélido para todo valor de ¢ > 0.
Obsérvese que

n

(n—1)s*=> (z;—2)°

i=1

= —y2— - —yn— )+ (Wi — )

Sea R = (n—1)52
Por lo tanto,

1 n—1 _72,,4
fy2,...,yn|y1(y2,--wyn\Yl=y1)=\/ﬁ[ma] e 20% .

Se procedera a obtener la funcion generadora de momentos condicional

(n—1S* R

de 5 — dado Y1 = y1, esto es,

g

m By, (t)

[ (02> \Yl _y1:|

LA ]
S

[ ]n_le_%Q(l—%)‘ld

=F
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n—1
=(1-2t) 2
) r
o o 1 Y B TS
X/ / \/ﬁ[ i e 20%(1 — 2t) 1dy2---dyn
o0 oo V2ro(l —2t)" 2
—1
— (1202, sil-2>0.
Por lo tanto,
_n—1 1
mp, (t)=1-2t)" 2 ,sit<3.

zM

La dltima integral es sobre todos los valores de la funcién de densidad
condicional fy, . y.|y, (¥2,---,¥nlY1 = y1), con un nueva desviacion estandar

1
(1 —2t)" 20, por lo que se debe cumplir que t < %
Se puede observar que la funcién generadora de momentos condicional

—1)52 .
de % dado Y7 = y;1 no depende de Y7, esto es, no depende de X. En
o
-1)s8%
conclusion, % y X son variables aleatorias independientes (también
o

lo son X y S?). La funcién generadora de momentos obtenida es de una
distribucion ji cuadrada con n — 1 grados de libertad, esta es la funcién

n—1)52 -
generadora para %, ya que es independiente de X, por lo tanto,
o
n—1)5?
008, -

En conclusioén,

(=15 ==~ X’ 1),
ademas, X y S? son independientes.

Este ultimo resultado es tutil para construir intervalos de confianza y
pruebas de hipotesis para una varianza o desviaciéon estandar, cuando la
muestra aleatoria proviene de una distribucién normal y no es necesario
conocer la media p de la distribucion.

Teorema 6.10. Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una distribu-
cion normal con media 1 y varianza o2, entonces,

X —
U= \/ﬁ<SM> ~ tstudent(n — 1).

Demostracion. La muestra aleatoria X, X, ..., X, proviene de una distri-
bucién N (u,?), por lo tanto, X se distribuye N (u,c?/n).
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Entonces, B
X —p
Z=va(=—L)~N01) ¥y
o

S? 9
W= (n-1)2 ~ P 1),

ademas, las variables Z y W son independientes.

Por lo tanto,
X —
. ()
/ W (n —1)52
U2n—1)

= ﬁ(?) ~ tstudent(n — 1). [

Este ultimo resultado es tutil para construir intervalos de confianza y
pruebas de hipétesis para una media, cuando la muestra aleatoria proviene
de una distribucién normal y no es necesario conocer la varianza o? de la
distribucién.

Teorema 6.11. Sea X1, Xo,...,X,, una muestra aleatoria de una distri-
bucion normal con media py y varianza o, y Y1,Ya,..., Yy, otra muestra
aleatoria, independiente de la anterior, de una distribucion normal con media

o Y varianza o2, entonces,

XY — (i~ pa)
1 1
S /—+—
ni n2

. 2 B 2
donde S = \/(m 1)S1 + (n2 1)52.

ni+ng —2

~ tstudent(ni + ng — 2),

Demostracion. Se sabe

_ 0.2 _ 0.2
XNN(HD) Yy YNN(,UQ))
ni ng

Por lo tanto,

De esta manera,
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Por otro lado, se sabe
S? S2
(=D ~x*(m -1 vy (=15 ~x*(n2—1).

Como las dos muestras son independientes entre si, entonces, S% y S%
también son variables aleatorias independientes, entonces,

S? S2 ni —1)8? + (ny — 1)52
(=15 4 g 1) 52 = EDRLRZR gy - 2),
Ademas,

t_v v (711 — 1)5’%—1—2(722 — 1)5%

son variables independientes.
o

Por lo tanto,

X =Y — (g1 — p2)

1 1
o\ —+ —
ny no
(n1 —1)S?2 + (ngy — 1)52

0—2
n1+ no — 2

~ tstudent(ni + ng — 2).

De esta manera,

X =Y — (p1 — p2)
1 1
Sy —+ —
ni ng

~ tstudent(ny + ng — 2). O

Observacion. El anterior resultado es til para realizar inferencia estadisti-
ca para la diferencia de dos medias, con la finalidad de compararlas, cuando
se obtienen dos muestras aleatorias en forma independiente, cada una de
distribucién normal, con el supuesto de que las varianzas entre ambas pobla-
ciones son iguales, se aclara que no es necesario conocer la varianza comun
de estas dos poblaciones.

Teorema 6.12. Sea X1, Xo,...,X,, una muestra aleatoria de una distri-
bucion normal con media i y varianza o2, y Y1,Ya, ..., Y, otra muestra
aleatoria de una distribucion normal con media po y varianza o3, indepen-
diente de la anterior, entonces,

2 2
Sio;

2192 p(ny — 1,9 — 1).
S%O’% (1 2 )

Demostracion. Se sabe
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Ademas,
2

S.
W2 = (TLQ — 1)% ~ X2(TLQ — 1)
03

Como las muestras son independientes entre sf, entonces S7 y S3 son
también variables aleatorias independientes, por lo tanto,

Wi
2 2
n—1 _ Sioj N B B
W2 = 220_% F(’I’Ll 1,712 1) O
no — 1

Observacion. De manera analoga

2 2
g%z-é NF(TLQ - 1,77,1 - 1)

192
Observacion. Los anteriores dos resultados son tutiles para construir inter-
valos de confianza y pruebas de hipotesis para un cociente de dos varianzas,
con la finalidad de comparar ambas varianzas, cuando se obtienen dos mues-
tras aleatorias independientes entre si, cada una obtenida de una poblacién
con distribucién normal. Estos resultados también son usados en el tema de
analisis de varianza, el cual tiene como objetivo comparar varios promedios
a la vez.

6.6. Estadisticas de orden

Suponiendo que una muestra se ordena del menor al mayor elemento, en
esta seccidon se van a tratar las distribuciones del minimo y del maximo de la
muestra ordenada. También, a partir de una muestra aleatoria ordenada, se
presentara la distribucién del elemento que ocupa el lugar k-ésimo, por otro
lado, la distribucién conjunta de dos elementos especificos y la distribucion
conjunta de la muestra ordenada. Cabe mencionar, que estas distribuciones
tienen varias aplicaciones en temas de estadistica, entre otros.

A continuacién, se presentara una interpretacion de la distribucion del
elemento minimo de una muestra aleatoria.

Supongamos que se obtiene una muestra aleatoria de tamano n = 10
de una distribuciéon uniforme sobre el intervalo (0,1), sea x1,x2,...,Z10
la muestra obtenida, entonces, la muestra se ordena del menor al mayor,
sea Y1,Y2,...,Yy10 la muestra ordenada. De esta, se selecciona el elemen-
to mas pequeno, esto es, y1 = min(xy,xe,...,x10). El anterior procedi-
miento lo repetimos 100,000 veces, entonces, tendremos 100,000 valores de
Yl = min(Xl, ceey XlO)-

Este procedimiento se simulé en R, después se construy6 el histograma de
los 1,000,000 valores de la variable X y el histograma de los 100,000 valores
de la variable Y7, véase siguientes graficas.
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af

guu-

b

(T
(7] [T 1] an T
x

Figura 6.37. Histograma de la variable X

0.3 [+ 3] (o]
¥y

Figura 6.38. Histograma de la variable Yy

Cabe senalar que la forma del histograma de los 100,000 valores de Y;
(distribucion de la variable Y7 ), véase la grafica 6.38, resulto ser muy diferente
a la forma del histograma de los 1,000,000 valores de X (distribucion de la
variable X'), obsérvese la grafica 6.37, la cual es muy semejante a la funcion de
densidad de la distribucion uniforme sobre el intervalo (0, 1). Esta diferencia
entre ambas distribuciones era de esperase, por logica, los valores de Y;
tienden a tomar valores mas cerca de 0 (limite inferior del intervalo (0, 1)).

Teorema 6.13. Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una poblacion
con funcion de densidad fx(x), con funcion de distribucion Fx(z) y con
recorrido el cual es denotado por A, entonces, la funcion de distribucion
de las variables Y1 = min(Xy,...,X,) y de Y, = max(Xy,...,X,) son,
respectivamente,

Fy,(y) =1—[1-Fx(y)]", dondey e A,

Fy, (y) = [Fx(y)]", dondey € A.
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Demostracion. Primero la funcién de distribucion de Y7.

Fy,(y) = P[Y1 < ]
=1- P[Y1 > ]
=1-PX;>vy,.... X, >
=1-P[X; >y] - P[X, >y
S (1= PIXy <)) (1- P[X, <]}
— 1 {(1- Fx(y)) - (1 - Fx(y))}
=1—[1- Fx(y)]", donde y € A.

En la anterior demostracion, se considerd el siguiente razonamiento: el
més pequeno de la muestra es mayor que y si y solo si todos los elementos
de la muestra son mayores a y.

A continuacion, se obtendra la funcién de distribucion de Y;,.

Fy, (y) = P[Yn <]
= P[X; <y,...,Xn§y]
= P[X1 <y]--- P[X, <y
= Fx () - Fx, (y)
= [Fx(y)]", donde y € A. O

En el anterior procedimiento, se consider6 el siguiente razonamiento: el
maés grande de la muestra es menor que y si y solo si todos los elementos de
la muestra son menores a y.

También es importante aclarar que, en las dos demostraciones anterio-
res, la multiplicacién de probabilidades se pudo realizar porque las variables
X1,...,X, son independientes.

Observacion. Si, ademas, las variables aleatorias son continuas, es posible
obtener las funciones de densidad de Y7 y Y, esto es,

fvi (W) = n[l — Fx(y)]" " fx(y), donde y € A,
Fro() =nlFx@)]" ' fx(y), donde y € A.

En caso de que las variables sean discretas, la funcion de densidad de
Y] se podra obtener de la siguiente manera: fy, (y) = Fy, (y) para el primer
valor del recorrido de Y7, para cualquier otro valor del recorrido, fy, (y) =
Fy, (y) — Fy, (w), donde w es el anterior valor de y en el recorrido. De forma
analoga, también se obtendra la funcién de densidad de Y,, a partir de su
funcién de distribucion.

Ejemplo 6.30. La vida de cierto componente se distribuye exponencialmen-
te con media de 100 horas. Si se instalan 10 componentes simultaneamente
e independientemente, encontrar
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6.6. Estadisticas de orden

a) La probabilidad de que todos los componentes estén descompuestos al
término de 80 horas.
b) La vida promedio del primer componente que se descompone.

a) Para la primera probabilidad

P[Y10 < 80] = Fy,,(80)
= [Fx(80)]"

10
= [1— e70190) 7 0.002564.
b) Se obtendra la funcién de densidad de Y;

Fri(y) =10[1 = Fx ()] fx (v)
9
=10 [1 1tV 100} (1/100)e—4/100
=1/10e7¥/* donde y > 0.

Entonces, Y1 ~ Exzp(\ = 1/10), por lo tanto, E[Y;] = 10.
A continuacion, se daran algunas definiciones de importancia, las cuales
se estaran usando en el desarrollo de este tema.

Definicion 6.4. Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una distribu-
cién, la muestra ordenada representada por Y7, Ys, ..., Y, es conocida como
las estadisticas de orden de la muestra aleatoria X, Xo,..., X,.

Observacion. Si la muestra X1, Xo,..., X, no es aleatoria, la muestra or-
denada no se considera como las estadisticas de orden de la muestra, es un
requisito que la muestra sea aleatoria.

Definicién 6.5. Sean Yi,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra
aleatoria X1, Xs,..., X, de tamafio n. Si n es un ntmero impar, la mediana
muestral es el elemento que se encuentra exactamente a la mitad de la mues-
tra ordenada. En caso de que n sea un ntmero par, la mediana muestral es
el promedio de los dos elementos que se encuentran exactamente a la mitad
de la muestra ordenada.

Definicién 6.6. Sean Y7,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra
aleatoria X1, Xa,...,X, de tamano n. El rango muestral, denotado como
R, es la diferencia entre el elemento mayor y el elemento menor, esto es,

R=Y,-Y.

Sean Y7,Yos,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra aleatoria
X1,Xo,...,X,, obtenida de una distribucién continua, a continuacién, se
encontraran:

1) La funcion de densidad conjunta de Y7,..., Y.
2) La funcion de densidad de la k-ésima estadistica de orden, esto es, fy, (v).
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

3) La funciéon de densidad conjunta de dos estadisticas de orden. Esto es, si
Y; y Y son dos estadisticas de orden, i < j, se encontrara fy, y; (¥, y;)-

Teorema 6.14. Sean Y1,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra
aleatoria X1, ..., X, de tamano n de una distribucion continua con funcion
de densidad fx(x) y con recorrido a < x < b, entonces,

n
fr@,-un) =n ][ fx (i), donde a <y <ya<--- <y <b.
i=1
Es importante aclarar que en la notacién del recorrido de la variable X,
a y b pueden ser niimeros reales o puede ser —oo 0 00, respectivamente.

Demostracion. Sea Xq,...,X, una muestra aleatoria de una distribucion
continua con funcion de densidad fx(z) y funcion de distribucion Fx(z), y
Y1,...,Y, las estadisticas de orden de esta muestra.

Primero se va a obtener la funcién de densidad conjunta de las estadisticas
de orden de una muestra aleatoria de tamano n = 2.

Definamos la siguiente transformacion de R? a R?

9(X1, X2) = (91(X1, X2), 92(X1, X2))
= (min(Xy, X2), max(X1, X2))
= (Y1,Y2).

o : 1 —1
Esta transformacion tiene dos inversas. Sean g~ (y1,y2) ¥ 95 (Y1, Y2), las
cuales se dan a continuacion:

a7, v2) = (k1a(yr, v2), k12(y1, v2)) = (1, y2),

95 (1, y2) = (ka1 (y1,92), koo (y1,92)) = (ya, v1)-

Se puede observar que el nimero de inversas es igual al namero de per-
mutaciones de los elementos ¥, y2, esto es, 2!

Se aplicara el método de cambio de variable, considerando transforma-
ciones con k inversas, véase caso 4 de este método. El método nos dice que la
funcién de densidad conjunta de Y7 y Y5 se puede encontrar de la siguiente
manera;

Ty (w1, 92) = fx (k11(y1,92), ki2(y1, y2))|J1| + fx (ka1 (y1, y2), ka2 (1, y2)) |2

donde J; es el i-ésimo jacobiano correspondiente a la i-ésima inversa.
Obsérvese que
fx(z1,22) = fx(z1) fx (22).
Ademas,
10 0 1
J1 = =1y Jy= =-1.
01 10
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6.6. Estadisticas de orden

Por lo tanto, para n = 2

Ty (i, v2) = Fx (s y2)| i) + fx (y2, y1)] 2|
= fx(y1) fx (y2)(1) + fx(y2) fx (y1)(1)
2fx(y1)fx(y2), donde a < y1 < y2 < b.

Ahora, para n = 3,
Definamos la siguiente transformacion

g(X17X27X3) = (gl(X17X27X3)792(X17X2>X3)7g3(X17X27X3>)
= (YV17Y727Y'3)7

la cual tiene las siguientes inversas

91 (1,2, 93) = (y1,92,93),
92 (y1, 2, y3) = (1,2, y3),
95" (1,92, y3) = (Y2, 1, 93),
91 (Y1, 92, ¥3) = (Y2, 93, 1),
95 (Y1, 92, ¥3) = (Y3, Y1, Y2),
96 (W1, y2,y3) = (Y3, Y2, 41)-

Se puede notar que el namero de inversas es igual al niimero de permu-
taciones de los elementos y1, 42, y3, en este caso 6 = 3!

Obsérvese que el jacobiano para cada inversa sera 1 o —1, ya que es igual
al determinante de la matriz identidad o de una matriz con un ntmero finito
de renglones permutados de la matriz identidad. Lo que significa que |J;| = 1,
parai=1,...,6.

La funcién de densidad de X es

fx(z1,22,23) = fx(z1) fx(z2) fx(x3).
Entonces, la funciéon de densidad conjunta de Y7, Yo vy Y3 es
Ty (1, y2,y3) = fx (w1, y2, y3) 1] + fx (1, v3, v2) | Jo| + fx (y2,y1,93)]J5]

+ fx (y2, y3, y1)|Ja| + fx (3, 1, y2) 5] + fx (y3, y2, y1)| 6]
= 6/x(y1) fx(y2) fx(y3) = 3 fx (y1) fx (y2) fx (v3)-

Por lo tanto,
Jy (1,92, y3) = 3 fx (y1) fx (y2) fx (y3), donde a < y1 < y2 <y3 <b.

Considerando una muestra de tamafio n, el nimero de inversas que tie-
ne la transformacion g(Xp, Xo,...,X,) = (Y1,Ya,...,Y,) es igual al na-
mero de permutaciones diferentes que se pueden realizar con los elementos
Y1, Y2, - - -, Yn, €sto es, n!

419



Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Por otro lado, se puede observar con facilidad que |J;| = 1, para todo
1=1,2,...,n!, ya que J; es el determinante de la matriz identidad o de una
matriz donde se han permutado algunos renglones o columnas de la matriz
identidad.

Entonces, la funciéon de densidad conjunta de Y7,Ys,...,Y;, es
fy (i, syn) = nlfx (W) fx(y2) - fx(yn)

n
:n!HfX(yi), dondea <y <ya<---<y,<b O
i=1

Teorema 6.15. Sean Y1,Ys, ..., Y, las estadisticas de orden de una muestra
aleatoria de tamano n, obtenida de una distribucion continua con funciones
de densidad y de distribucion fx(x) y Fx(x), respectivamente. Entonces,
la funcion de densidad de la k-ésima estadistica de orden, denotada como
v (y), estd dada por

n!

! [Fx ()] ML = Ex ()] " fx (y),

dondea <y<byk=12,...,n.

Demostracion. Para obtener la funcién de densidad marginal de Yy, se rea-
lizara la integral miltiple de la funcién de densidad conjunta de Yi,...,Y,
con respecto a todas las variables excepto a la variable Y. Se integrara la
funciéon de densidad en el siguiente orden: primero con respecto a yi, luego

con respecto a 12, . . ., y asi hasta integrar con respecto a yi_1, después se in-
tegrara con respecto a y,, seguido con respecto a y,—_1, . . ., asi hasta integrar
con respecto a yg41, esto es,

fvi (yk)

. '/y2 nfx () - fx(yn)dyr - dyr—1dyn - - - dygp1
Y3 n
/ T fx (ws) [
a i=2

_ / / [ /H o)

‘ [ FX(yQ)fX(yz)dyz] dy - dypss

:/yi.../yi1/5’“.../55”!3]«)((%)

X [/GM WfX(@/S)dye,] dys -+ dyg 41

Y2
fX(yl)dyl] dy, - dyk+1

a

T
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6.6. Estadisticas de orden

n

:/yi.../yi1/ay’“.../ay6n1iﬂ5fx<yi)

Ys 3
X Ml [F);E?;‘)l)]fx(yzx)dm] dys - - - dypr1

S X

[ s
_ /y "

X

fX(yk—l)dykl] Ay - - dyp41

b n k—1
/ n!HfX(yi)%dyn cdypt
i=k ’

Yn—1

e

Como se puede notar, en las integrales anteriores, se consideraron los

siguientes cambios de variable: u = Fx(y;), para i = 2,...,k —

du = fx(y;)dy;. Obsérvese que para el cambio de variable especifico u =
Fx(y:), la integral correspondiente se debe realizar de 0 a F'x (y;+1).

A continuacion, se resolveran las integrales restantes, en el siguiente or-
den: primero con respecto a y,,, luego con respecto y,—1, ..., asi hasta inte-

grar con respecto a Yg1.

fvi (yie)
B [FX(yk)]k;—l b b n—1
— n!fX(yk)(k_l)!/ykm/yn_Q izlgrl Fx (i)
b
X [ fx(yn)dyn] dyn—1++* dY+1
n—2
= n!fx(yr) [Féﬂ( / H Ix (ys)
: Yn—=3 j=k+1

b
X [/ [1— Fx(yn—l)]fx(yn—l)dyn—1] dyn—2 - dyp41
Yn—2

k 1 n—3
:n!fx(yk)[Fg;(yk i / / H fx (i)

b 1—-F e 2
X [/ [ XQ(y 2)] Ix (Yn—2)dyn—2| dyn—3 - - dyr41
Yn—3

[Fx (yi)]F !

(k—1)!

b _ n—(k—1)
B Bt

421

. 2(3) .. (n _ (k — 1)) fX(ka)dka



Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

_ Fx@l = [ [ - P

=) (5@ - DB
n!

= (l{: — 1)'(n — k‘)' Hl - FX(yk)]nik[FX(yk)]kile(yk)‘

De esta manera, la funcion de densidad de Yy es

n!
(k—1Dln—k)

donde a < yr < b.

En las anteriores integrales se consideraron los cambios de variable: u =
Fx(y;), parat=k+1,...,n, donde du = fx(y;)dy;. Obsérvese que para el
cambio de variable especifico u = Fx(y;), la integral correspondiente va de
FX (yifl) al. OJ

Iyvi (W)

111 = Fx ()" [Fx ()] fx (),

Teorema 6.16. Sean Y1,Ys, ..., Y, las estadisticas de orden de una muestra
aleatoria de tamano n obtenida de una distribucion continua con funcidn de
densidad fx(x) y funcion de distribucion Fx(x). Entonces, la funcion de
densidad conjunta de la i-ésima y j-ésima estadisticas de orden, donde i < j,
es denotada como fy, y,(yi,y;) y dada de la siguiente manera:

n! .
i— DG —i—Dl(n _j)![FX(yi)] '

x [Fx(y;) — Fx ()P~ 1= Fx (y)]" ™ fx (i) fx (),

fyv.y; (i, y5) = (

dondea <y, <yj<bei,j=12...,n.

La demostraciéon del anterior resultado se logra realizando la integral
miltiple de la funcién de densidad conjunta de Y7,Y5,...,Y,, con respecto
a todas las variables, excepto y; y y;. Se sugiere integrar en el siguiente
orden: primero con respecto a y,, luego a y,—_1,..., y asi, hasta integrar con
respecto a y;41. Luego con respecto a y;_1, posteriormente, con a y;_o,...,
y asi, hasta integrar con respecto a y;41. Después, con respecto a yp, luego a
Yo, ..., y finalmente integrar con respecto a y;_1. Considerando cambios de
variable similares a los utilizados en la demostracion del teorema anterior.

Ejemplo 6.31. En un banco, el tiempo en horas que tardan en tramitar
la apertura de una nueva cuenta a un cliente es una variable aleatoria con
distribucion exponencial con media 1/2. Sean Y1, Ys,Ys, Y, Y5 las estadisti-
cas de orden de una muestra aleatoria de 5 clientes seleccionados al azar.
Encontrar

a) La funcion de densidad conjunta de Y7, Y, Ys, Yy, Ys.

b) La funcién de densidad conjunta de Y7 y Ys.

c) P[Y2 <1/2].
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6.6. Estadisticas de orden

a) La densidad conjunta se calcula de la siguiente manera:

Fy (Y1, y2, Y3, 94, ys) = 51(2e72¥1) -+ (2e72)
= 3840 2Wit+¥n)  donde 0 < Y1 < - < y5 < 00.

b) La densidad conjunta de Y; y Y5
5!
JonwWws) = TG =1 -1 — )1
[1 = Fa(y)’[Fx (y5) — Fx (y1)]* [Fx (y5))° fx (1) fx (y5)
= 20[e %Y1 — ¢~ 25)(2e2Y12e2%5)

=802 — 6_2y5]6_2(y1+y5), donde 0 < 1 < y5 < 0.

X

c¢) La marginal de Y,
fya(y) = (2_1)?(!5_2)![FX(?J)]2_1[1 — Fx(y)° " fx (v2)
=20[1 — e~ %][e" 2] [2e” %]
= 40{e™® — ¢71%}, donde 0 < y.

Por lo tanto,

1/2
PlY; <1/2] = ; Syo (y)dy2

1/2
= 40 / (7% — e 1) dy,
0

1 1 1/2
=4 - 8y - _—10y
0 { g€ + 0° ]0

= 5t 4+ 4%+ 5—4=0.93537.

Ejemplo 6.32. Sean Y7, Y5, ... Y, las estadisticas de orden de una muestra

aleatoria de tamano n = 2m + 1 de una distribucién continua con funcién

de densidad fx(x) y funcién de distribucion Fx (z). Calcular la probabilidad
de que la mediana muestral sea menor que la mediana poblacional.

La mediana muestral es la estadistica de orden Y11, y la mediana po-
blacional es aquel nimero M que cumple con P[X < M] = 0.5. El objetivo
es calcular P[Y,,+1 < M].

Por lo que se obtendra la funcién de densidad de Y41,

(2m +1)!

ity X @)L= Ex )" £x (w).

me+1 (y) =
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Entonces,

M
PV < M] = / Fronr (0)ey

_ /M (2m +1)!

e Ex @] = Ex (9)]" fx (y)dy.

Se hace el siguiente cambio de variable u = Fx(y), de esta manera,
du = fx(y)dy.

Obsérvese que el recorrido para la nueva variable U es el intervalo (0, 1).
Entonces, la integral va de 0 a 0.5.

Esto es,

0.5 2 1)!
PlYypi1 < M] :/ Cm+ DY my — ymay

0 m!m)!

B 0.5 '(2m +2) . -
[ e

La anterior integral, es la probabilidad acumulada hasta 0.5 de una dis-
tribucion Beta(m + 1,m + 1). Obsérvese que la funcion de densidad de esta
distribuciéon es simétrica con respecto a 0.5, lo que significa que la anterior
integral vale 0.5. De este modo, se concluye que P[Y;,+1 < M| = 0.5.

Ejemplo 6.33. Sean Y7,Y5s,...,Y,, las estadisticas de orden de una muestra
aleatoria de tamafno n de una distribucion uniforme sobre el intervalo (0, 1),
encontrar la distribucion de la k—ésima estadistica de orden.

Se sabe que las funciones de densidad y de distribucién de X, son respec-

tivamente, fx(z) = Io,1)(y) ¥y Fx(z) = 2lo,1)(7) + I} 00)(¥).
Ahora

) = i 0 = PP )
T (k- 1)7!1(!71 Y (19", donde 0 <y < 1.

Se concluye, Yy ~ Beta(k,n —k + 1).

Este resultado sirve para generar valores de una variable aleatoria con
distribucién beta con parametros enteros.

Con la idea de explicar el ejemplo anterior, por medio de R se simularon
10,000 valores de una variable aleatoria con distribucion Beta(5,7). Esto es,
se determina que los valores de k y n, en este caso, son respectivamente 5
y 11. Se generan por medio de R, 11 valores de una variable aleatoria con
distribucion U (0, 1), por medio de la instruccion runif(11,0, 1). Estos valores
se ordenan de menor a mayor, el valor que ocupa el lugar 5 serd un valor
de la variable aleatoria con distribucion Beta(5,7). Este procedimiento se
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6.6. Estadisticas de orden

realiza 10,000 veces. A continuacién, se presenta el histograma de los 10,000
valores de la distribucion Beta(5,7) junto con la densidad de una Beta(5,7).

Dherrabiadd

x

Figura 6.39. Histograma y funcion de densidad

Ejemplo 6.34. Sean Y7, Y5, Y3, Y, las estadisticas de orden de una muestra
aleatoria de una distribucion uniforme sobre el intervalo (0,1). Encontrar la
distribucién del rango muestral.

El rango muestral, denotado por R, esta en funcién de las estadisticas de
orden Y7 y Yy, entonces, primero se obtendra la funcién de densidad conjunta
de Y7 y Yy, de la siguiente manera:

4!
- 14— 1—1)1(4—4)!
= [Fx(y)]" ' Fx(ya) = Fx()* 7711 = Fx(ya))*
X fx(y1)fx(ya)
=12(ys — y1)2, donde 0 < y; <y4 < 1.

Iviya(yi,va) = (

Entonces, se obtendra la distribucion de la variable R = Yy — Y7, en este
caso se aplicara la técnica de cambio de variable, por lo que es necesario
definir una nueva variable, sea V = Yj.

Se obtendré la funciéon de densidad conjuntade R=Y,;—-Y; y V =Y.

El recorrido conjunto de Y7 y Yy graficamente es

¥

¥

Figura 6.40. Recorrido conjunto de Y1 y Y4, ejemplo 6.3/
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Obsérvese que el recorrido conjunto de Ry V graficamente es

Figura 6.41. Recorrido conjunto de R y 'V, ejemplo 6.34

La funcién inversa de la transformacion es
Yi=V y Yy=R+V.

El jacobiano es

0 1
La funcion de densidad conjunta de Ry V es

fR,V(r’U) = fY1,Y4(U7T+v)’J|
= 1272, donde v>0r>0y0<v+r<l.

Esto es,
frv(rv) = 127“2—7(0,177«) (’U)I(o,l)(?“)'

Se obtendra la marginal de R

fr(r) = /01—7" 12r2dv
=12r%(1 — 7).

Esto es,
fr(r) =12 (1 = 1)1 1y(r).

De esta manera, R ~ Beta(3,2).

Se deja como ejercicio para el estudiante resolver este ultimo ejemplo,
pero por el método de funcién de distribucion.

El resultado del anterior ejemplo se puede generalizar, considerando una
muestra de tamano n, véase el ejercicio 66.
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6.6. Estadisticas de orden

Ejemplo 6.35. Sea X = (X3, X3) un vector aleatorio con funcién de den-

sidad dada por f&(xl, xg) = 1—72x1(w1 + $2)I(0’1)(.’L‘1)I(0,1) (.’Eg)

a) Encontrar la funcion de densidad conjunta de U = min(Xi, X2) y
V = maz (X1, X2).

b) ;Son independientes U y V'?

a) Es importante senalar que X7 y X2 no son una muestra aleatoria de
una distribucion, ya que las variables aleatorias X; y Xs son dependientes,
por lo que no podemos usar la férmula para obtener la funcién de densidad
conjunta de dos estadisticas de orden. Entonces, este problema se resolvera
por medio de la técnica cambio de variable donde la transformacion es

U =min(X1,Xs2),V = mazx(X1, Xs).

El recorrido conjunto de X7 y X3z es el cuadro unitario, esto es,

,.
Figura 6.42. Recorrido conjunto de X yY, ejemplo 6.35

De esta manera, el recorrido conjunto de U y V es

Figura 6.43. Recorrido conjunto de U y V', ejemplo 6.35

Es una transformacion con dos inversas, esto es,
—1 _
91 (u,’v) - (u,’u),

g5 ' (u,v) = (v,u).
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Capitulo 6. Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Se puede observar
|[il=1 y |Jf=1

De esta manera,

o (u,v) = g [+ v)(1) + v(v + w)(1)],donde 0 < u < v < 1.

Esto es,

12
foy(u,v) = 7(“ +0)%I(0.) (W) (0.1) (V).

b) Como no es posible expresar la funcién de densidad conjunta fy v (u, v)
como el producto de dos funciones g1 (u) y g2(v), entonces, U y V son varia-
bles aleatorias dependientes.

Ejemplo 6.36. Para un crédito determinado, la probabilidad de que un
cliente se demore con su pago mensual es igual a p. Se seleccionan al azar
n clientes. Para el cliente 7, se observa X;, el nimero de mensualidades sin
demora, antes de tener por primera vez una mensualidad con atraso, para
1 =1,...,n. Encontrar la funcién de densidad de
a) Y, =max(Xy,...,X,).
b) Y1 =min(Xy,...,X,).
c¢) ¢Coémo se distribuye Y77

a) Obsérvese que X; tiene distribuciéon geométrica con parametro p, y por
ser la distribucion de X; del tipo discreto, no es posible aplicar la féormula
de la funcién de densidad del maximo. Entonces, se obtendra primero, la
funcion de distribucion del maximo Y, y a partir de esta, se obtendra su
funcién de densidad.

Esto es,

Fy, (y) = [Fx ()™

La funcién de distribucién de una geométrica con parametro p, para
valores del recorrido es

Fx(z)=1—(1—p)*™! paraz=0,1,...
De esta manera,
Fy,(y)=[1—-1—p¥", paray=0,1,...
Por lo tanto, para y =0
fv.(0) = Fy, (0)
=p".
Y paray =1,2,...

fv.(y) = Fy,(y) — Fy,(y — 1)
=1-QA-p¥" =1 -1 -p¥"
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La anterior igualdad, en principio se cumple para valores de y enteros
positivos, pero si sustituimos y = 0, obsérvese que

1-Q1-p]"—[1—(1—-p)°" =p"

Por lo tanto, se cumple para todos los valores del recorrido de la variable
Y,,, esto es,

fra@) ={1—Q-p)""" = 1= (1 =p)"I"H{o12,}1)-
b) Se calculara primero la funcion de distribucion de Y7,
Fy(y) =1-[1 - Fx(y)"
=1-[l—-1+(1—p¥H"
=1-—(1 —p)(y"'l)”, paray =0,1,...

Se obtendréa, primero, la funcién de densidad para y = 0

fY1 (0) = FYl (0)
=1-(1-p"™

Ahora, para valores de y = 1,2, ...

fY1(y) = FY1(y) - FY1(y - 1)
— 1= (1 —p)n 14 (1=
= (1—p)™ — (1 —p)m.
La anterior igualdad es valida, en principio, para valores de y = 1,2,...

Pero obsérvese que si esta expresion se evaltia en y = 0, se obtendra el valor
correspondiente a fy, (0). De esta manera, la funcion de densidad de Y7 es

Paly) = {1 —p)™ — (1= p) "} 510 ().

c¢) Obsérvese que la funcion de densidad de Y7 puede expresarse de la
siguiente manera:

fri(y) ={(1=p)™ = (1 =p)¥ "} g1 3(v)
— (1= p)™ (1= (1= D)) o1, 3 ():
Esta ultima expresion es la funcion de densidad de una distribuciéon geo-
meétrica con probabilidad de «éxito» igual a 1 — (1 — p)™ y probabilidad de

«fracaso» (1 —p)".
Por lo tanto, se concluye que Y; se distribuye Geométrica(l — (1 —p)").
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Ejercicios del capitulo 6

1.-

Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad dada por fx(x) =
|z|(—1,1(7). Encontrar la funcién de densidad de

a) U=5X.
b) U _2—X
¢) U

d) U= X2

Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad dada por fx(x) =
0.5119,1)() + I(1,1.5/(x). Sea U = 5X — 2. Encontrar

a) La funcion de densidad de U.
b) E[U].

Sean X7 y Xs dos variables aleatorias con funcién de densidad conjun-
ta dada por fx(z1,x2) = %1[072_902} (z1)1[p,2)(72). Obtener la funcion de
densidad de U si

a) U=X;+ Xs.
b) U= X; — Xo.

Sea X1 y X5 una muestra aleatoria de una distribucién con funcién de
densidad fx(z) = %93[(072) (x). Calcular P [X1/Xo < 1].

Sea X una variable aleatoria con distribucién geométrica con parametro
X

p, encontrar la funcién de densidad de U = e*.
Sea U = X7 + X», donde X7, X9 es una muestra aleatoria de tamano 2
de una distribucién U(0, 2). Encontrar la funcion de

a) Distribucion de U.
b) Densidad de U.

Sea X1, X5 una muestra aleatoria de tamano 2 de una distribucién unifor-
me sobre el intervalo (0, 1). Usando el método de funciéon de distribucion,
encontrar la funcién de densidad de U si

a) U= X2 — Xl.
b) U= Xp/X;.

Realizar los incisos del ejercicio 7 por el método de cambio de variable.

Sean X; y Xs dos variables con funciéon de densidad conjunta dada

2 41—
por fx(x1,x2) = (5)x1+12 (B It 9y (21) 11 23 (72), encontrar la
funciéon de densidad conjunta de las variables Uy = X1 — Xo y Uy =
X1+ Xo.
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10.- Sean X7 y X dos variables aleatorias con funcién de densidad conjunta

dada por fx(z1,z2) = Ito,1y(71) [{0,13 (z2). Encontrar la

funcién de densidad de la variable aleatoria U = X7 — Xs.

11.- Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx(x) =
%I (0,3) (7). {Como se distribuye la variable aleatoria U = X 37

12.- Sea X una variable aleatoria con distribucion de Weibull con parametros
a=2yb=2. ;Coémo se distribuye la variable aleatoria U = X?2?

13.- Sea X7 y X5 una muestra aleatoria de una distribucién normal estandar.
Sean U1 = Xl/XQ y U2 = XQ.

a) Encontrar la funcion de densidad conjunta de U; y Us.

1

b) Most la funcién de densidad de U = -
) Mostrar que la funcion de densidad de Uy es fy, (u1) 7r(l+u%)

Esto es, U tiene una distribucion Cauchy.

14.- Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme sobre el intervalo
(—=m/2,7/2). Mostrar que la variable U = tan(X) tiene una distribucion
Cauchy.

15.- Sea X7 y X9 una muestra aleatoria de una distribucién normal estandar.
Muestre que Uy = g +01X1 y Uz = pg + poa X1 +09+/1 — p?2Xs, donde
01 >0,092 >0,y 0 < p <1, tienen una distribuciéon conjunta normal
bivariada con parametros y1, pz2, o3, 03 y p.

16.- Sean X7 y Xa dos variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con distribucién comtn normal con media y y varianza o?.

Sean Uy = X1+ Xo y Us = X7 — Xo.

a) ;Como se distribuye U = (Uy, Us)?
b) ;Son independientes U; y Us?, {por qué?
¢) (Coémo se distribuye X;, para ¢ = 1,27

17.- Sea X una variable aleatoria y U = ¢(X) una transformacion de X
definida de la siguiente manera: g(x) = (0.5 + 1)Ijg 2)(z) + 212 4)() +
(1/3)(28 — 4z)I4 71(w). Encontrar la funciéon de densidad de la variable
U si

a) X ~U(0,7).
b) X ~ B(7,0.5).

18.- Sea X; y X9 una muestra aleatoria de tamano 2 de una distribucién
normal con media p y varianza 02.Sea U = (U1,Us),donde Uy = X1+ Xo
vy Uy = X1+ 2X5.

a) Encontrar la funcion de densidad de U.
b) ;Como se distribuye U?
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19.- Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme sobre el intervalo
(—1,1), encontrar la funcién de densidad de U = X2.

20.- Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme sobre el intervalo
(-1, 3), encontrar la funcién de densidad de U = X2.

21.- Sea X7 y X9 una muestra aleatoria de tamamno 2 de una distribucién
normal estandar.

a) Encontrar la funciéon de densidad conjunta de U; = (X1 + X2)/v/2
y Us = (X1 — X2)/V2.

b) {Como se distribuye U = (Uy, Uz)?

¢) ¢Son independientes Uy y Us?

d) ;Como se distribuye U;, para i = 1,27

22.- Sea X una variable aleatoria con distribuciéon uniforme sobre el intervalo
(0,1). Encontrar la funciéon de densidad de U = 1/X.

23.- Sea X la proporciéon de tiempo que una maquina estd parada en un
ano, se sabe que X tiene una distribuciéon beta con parametros a y b.
Encontrar la distribucién de la proporcién de tiempo que la maquina
estd funcionando al ano.

24.- Sea X una variable aleatoria con distribucion exponencial con media
igual a 1. Encontrar la funcion de densidad de U = X/(1 + X).

25.- Si X es una variable aleatoria con la siguiente funcién de densidad

fx(@) = —

1
m, encontrar la distribucion de U = 1/X.
x

26.- Sea U = X2, encontrar la funcién de densidad de U.

a) Si X ~U(0,0).
b) Si X ~ U(=0,0).
¢) Si X ~ U(—20,0).

27.- Sean X7 y Xa variables aleatorias independientes tal que tienen distri-
buciones Beta(2,1) y Beta(l,2), respectivamente. Encontrar la funcion
de densidad de la variable U = X7 + X5 por medio de la técnica de
cambio de variable.

28.- Sea X y X5 una muestra aleatoria de una distribucién exponencial con
parametro A.

a) Encontrar la funciéon de densidad conjunta de Uy = X1 /X y Uy =
X1 + Xo.

b) ;Coémo se distribuye U;?

¢) (Como se distribuye Us?
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29.- Sean X7 y X, variables aleatorias con funcién de densidad conjunta
dada por fx (w1,22) = 2¢~ 1) g ) (1) T[p 00 (42).

a) Encontrar la funcion de densidad conjunta de Uy = X1 y Uy =
X1 + Xo.
b) Encontrar la funcion de densidad marginal de Us.

30.- Sean X; y Xo variables aleatorias con funcién de densidad conjunta
dada por fx (w1, 72) = 3(v1+22)I[0,1—z,] (1) 1[0,1)(22). Sean U1 = X1+X>
y U2 = X2 - Xl.

a) Encontrar la funciéon de densidad conjunta de Uy y Us.
b) Encontrar las funciones marginales de Uy y Us.

31.- Si X es una variable aleatoria con distribucién exponencial con media
X/2

igual a 1, encontrar la funcién de densidad de U = e

32.- Sean X7 y X5 dos variables aleatorias con la siguiente funcién de densi-
dad conjunta: fx (w1, 72) = 8x1721(0,2,)(71)L(0,1)(72). Sean Uy = X1/X>
y U2 = X2.

a) Encontrar la funciéon de densidad conjunta de Uy y Us.
b) (Coémo se distribuye U;, para i = 1,27

33.- Sea X7 y X5 una muestra aleatoria de tamano 2 de una distribucion
exponencial con parametro A.

a) Encontrar la funcién de densidad conjunta de Uy y Uy donde Uy =
X1 y U2 = 2X1 + 5X2

b) A partir de la funcion de densidad conjunta de Uy y Us, encontrar
las funciones marginales de Uy y Us.

34.- Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por fx(z) =
24721 (1 5)(x). Encontrar la funcion de densidad de U = X2

35.- Sea X7 y X5 una muestra aleatoria de tamafio 2 de una distribucion
exponencial con parametro A. Encontrar la funcién de densidad conjunta
de Uy y Uy donde Uy = 3X1 4+ 2X9 y Us = 2X7 + 3Xo.

36.- Sean X7 y X variables aleatorias con funcién de densidad conjunta
dada por fx(v1,72) = 24, 2)(1)I]o,1)(z2). Encontrar la funcién de den-
sidad de U = X7 — X».

a) Por medio del método de funcion de distribucion.
b) Por medio de la técnica de cambio de variable.

37.- Sea X1 y X9 una muestra aleatoria de una distribucién geométrica con
parametro p. Encontrar la distribucién de U = X1 4+ X3, por medio del
método discreto.
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38.- Para los siguientes incisos se define a la variable aleatoria U de la si-
guiente manera: U = Y | X;. Demostrar

a)

b)

c)

Si X1, Xo,...,X, son variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas como Bernouilli(p), entonces, U ~ B(n,p).
Si Xy, Xo,..., X, son variables aleatorias independientes tal que
X; ~ B(m;,p),i=1,...,n, entonces, U ~ B( Y1 m;,p).

Si X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas, con distribucién comin Geométrica(p), enton-
ces, U ~ BN(r =n,p).

Si X1, Xo,...,X, son variables aleatorias independientes tal que
X; ~ BN(ri,p),i=1,...,n, entonces, U ~ BN (Y1 | 7i,p).

Si X1, Xo,..., X, son variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas como Ezp()), entonces, U ~ Gamma(r = n, A).
Si X1, Xo,..., X, son variables aleatorias independientes tal que
X; tiene distribucion Gamma(r;, \), para i = 1,...,n, entonces,
U ~ Gamma( Y7, ri, ).

Si X1, Xo,...,X,, son variables aleatorias independientes tal que
X; ~ x*(vi), parai =1,...,n, entonces, U ~ x*( 31, v4).

39.- Demostrar el teorema 6.7.

40.- La cantidad en kilogramos de materia prima A que se necesita para
fabricar un articulo es una variable aleatoria X; la cual se distribuye
normal con media 5 y varianza 0.25, la cantidad de materia prima B
en litros que se necesita para la fabricacion de este articulo es otra va-
riable aleatoria X3, la cual tiene una distribucién normal con media 0.5
y varianza 0.01. La materia A cuesta $8.00 por kilogramo y la materia
B cuesta $6.00 por cada litro. Ademas, existe un gasto fijo de manu-
factura de $10.00. Entonces, el costo total de manufactura por articulo
es C = 10 + 8X7 + 6X5. Suponiendo que las variables X; y X2 son
independientes

a)
b)

)

Calcular el valor esperado de C.

Encontrar la distribucion de C.

Se van a fabricar 1,000 articulos, jcuanto dinero se debe presupues-
tar para que el costo real exceda la cantidad presupuestada un 0.5 %
de las veces?

41.- Sea X7 y X5 una muestra aleatoria de tamafio 2 de una distribucion
normal con media p y varianza 02 . Sean Uy = X1+ Xo vy Us = X1 — Xo.
Demostrar por medio del método de funciéon generadora de momentos
que U y Us son variables aleatorias independientes y ademas, se distri-
buyen cada una como normal. Indicar las medias y varianzas de estas
distribuciones.
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42.- Sean X7 y X9 variables aleatorias independientes, tal que X7 tiene dis-
tribuciéon binomial con parametros ny y p y Xa se distribuye binomial
con paradmetros ng y p.

a) Demostrar que ng — X2 ~ B(ng,1 —p).
b) Si p = 0.5, demostrar que X; — X2 + ng tiene una distribucién
B(m + na, 0.5).

43.- Sean X; y X, variables aleatorias con distribucién conjunta normal bi-

. X1 —
variada con pardmetros p1, i, 03, 03 y p. Demostrar que U; = M

Xo—p2 ( X1 —

o9y/1 — p? o1/ 1 — p?

dientes con distribucién normal.

g1

y Ug = ) son variables aleatorias indepen-

44.- Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de tamano n de una dis-
tribuciéon normal con media p y varianza o2, sean U; = Yo aiX;
Uy=>"",b;X;, donde ai,...,an y b1,...,b, son constantes.

a) Encontrar la distribucion conjunta de Uy y Us, por medio del método
de funcién generadora de momentos.

b) Observando la funciéon generadora de Uy y Us, indicar cuando U; y
U, son variables aleatorias independientes.

45.- Sea X la proporcion de tiempo que una maquinaria esté parada por fallo
o mantenimiento en un mes, se sabe que esta variable tiene distribucién
beta con pardmetros a = 2y b = 1. Sea X1, X2, X3 una muestra aleatoria
de tamano 3 de esta variable, calcular la probabilidad de que el méas
pequeno de la muestra exceda a la mediana de la distribucion.

46.- Sea X1,..., X5 una muestra aleatoria de tamano 5 de una distribu-
ci6n uniforme discreta sobre el conjunto {1,...,6}. Demostrar que la
funcion de densidad del mas pequenio de la muestra, Y7, es fy,(y1) =

[<7 —6y1>5 - (6 —6y1>5] .

47.- Sean Y7,...,Y5 las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamano 5 de una distribucién exponencial con media igual a 1. Demostrar
que Uy =Yy y Uy =Y, — Y5 son variables aleatorias independientes.

48.- Sean Y7,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamafio n de una distribucién de Weibull con parametros a y b. Encontrar
la distribucién de Y;.

49.- Sean Y7, Y5, Y3 las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamano 3 de una distribucién beta con pardmetros a = 2 y b = 1. Sean
Uy =Y1/Ys,Us =Yo/Y3 y Uz = V3.
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a) Demostrar que Uy, Us y Us son variables aleatorias independientes.
b) ;Coémo se distribuye cada variable U;,i = 1,2,37 Justificar bien la
respuesta.

50.- Considérese una muestra aleatoria de tamano 2 de una distribucion
beta con parametros a = 1y b = 2. Obtener la probabilidad de que un
elemento de la muestra es al menos tres veces mas grande que el otro.

51.- Sean Y7,Ys, Y3 las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamano 3 de una distribucion uniforme sobre el intervalo (0, 1).

a) Encontrar la funciéon de densidad de U = Y] + V5.

Y1+ Y
b) Encontrar la funcion de densidad de U = ! —; 3.

52.- Sean X1 y X, variables aleatorias independientes, tal que X7 se distri-
buye beta con pardmetros a = 3 y b = 1 y Xy se distribuye beta con
parametros a = 1 y b = 3. Encontrar la funcién de densidad conjunta de

Uy y U, donde Uy = min(X1, X2) y Uz = max(Xy, X2).

53.- Sean Y7,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamano n de una distribucién exponencial con media igual a 1. Se definen
las siguientes variables aleatorias: Uy = nY1,Us = (n—1)(Ya —Y1),Us =
(’I’L - 2)(Y3 - Yg), .. .,Un == Yn - Ynfl.

a) Demostrar para n = 2 que las variables aleatorias Uy, Us son inde-

pendientes.

b) Demostrar que las variables aleatorias Uy, Us,. .., U, son indepen-
dientes.

¢) ;Coémo se distribuye U;,i = 1,...,n?

d) Demostrar que cualquier combinacion lineal de Y7,...,Y,, esto es,

> i1 a;Y;, puede expresarse como una funcion lineal de variables
aleatorias independientes.

54.- Sea X7, X5 una muestra aleatoria de tamafno 2 de una distribucién nor-
mal estdndar, encontrar la funciéon de densidad del rango muestral.

55.- Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio con una distribuciéon normal
bivariada con parametros p1, pz, 07, 03 y p.

a) Demostrar que la variable U = aX; 4+ bX2 + ¢ tiene distribucion
N (ap1 + bus + ¢,a%0? + 2abpoios + b%03), donde a,b y ¢ son cons-
tantes.

b) ;Coémo se distribuye X7 + Xa?

¢) Sipug =10, ug =15, 02 =4,02 =16, p=05y U = —2X; + 5X3,
calcular P[25 < U < 50].

d) Sipy =10, 02 =12, us = -5, 02 =5y Cov(X1, X2) = 4, calcular
P[X; + X5 > 10].
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56.- Sea X7q,...,X95 una muestra aleatoria de una distribuciéon normal con
media 0 y varianza 16,y Y7, ..., Yo5 otra muestra aleatoria, independiente
de la anterior, de una distribuciéon normal con media 1 y varianza 9.

Calcular P[X > Y].

57.- Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de tamano n de una distribucién
normal con media p y varianza o2, encontrar la media y la varianza
de la desviacion estandar muestral S, donde esta se define como S =

e (Xi—X)?
n—1 .

58.- Sea X7, X9 una muestra aleatoria de tamano 2 de una distribucién nor-
mal con media 0 y varianza o2. Encontrar la distribucién U, donde

X —X
a) U=2"1_22
P
b U= 22t
V20
c) U= (K1 = Xp)” X,)?
(X1 + X2)?
5 _
o
¢) U= X1 — Xo
(X1 + X2)?
X2
U="_1.
59.- Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de tamano n de una distribucién
normal estdndar. Se definen las siguientes variables aleatorias:
1k
K= 2%
i=1
_ 1 n
Kok =o=3 D %o
i=k+1

k
1
52 = mZ(Xz - X%
=1
S2 ! En: (Xi = Xnp)?
n—=k n—k—1 ‘ % n—k)
i=k+1
1 < _
2 _ X; — 2
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Encontrar la distribucién de U, donde

a) U:X]E—i-xn,k. -
b) U=kX2+ (n—k)X2_,.

n

X2
X
d) U =L,
X
e) U= (k- 1)5’,% +(n—Fk— 1)Sg_k.
Sk
f) U=
Shk
Xn
9) U=+/n <S>
60.- Sea X1, ..., X5 una muestra aleatoria de tamano 15 de una distribucién

normal con media 0 y varianza o?. Calcular el

X _
a) 0.90-cuéntil de /15 <S>’ donde X y S son la media y desviacién

estandar de la muestra aleatoria Xi,..., Xis.
4 2
X
b) 0.95-ésimo cuantil de Zfilzz
Z%:s X;
> i1 X7
15 '
2o X3
15
d) 0.90-ésimo cuantil de » (X; — X)?.
i=1

¢) 0.99-ésimo cuantil de

X
e) 0.05-ésimo cuantil de 5

61.- Considerando una muestra aleatoria de una distribucién continua, cal-
cular la probabilidad de que la mayor de las observaciones exceda a la
mediana. Si la muestra es de tamano

a) n=2.
b) n.

62.- Sean Yi,..., Yo las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamano 10 de una distribuciéon uniforme sobre el intervalo (0, 1). Calcular

E [(1 - Yl)ﬂ.

63.- Sean Y7,...,Y5 las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamano 5 de una distribucién beta con pardmetros a = 2 y b = 1.
Encontrar

a) La distribucion de Ys.
b) La media y la varianza de Ys.
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64.- Sean Yi,..., Y77 las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamano 17 de una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, b).

a) Para b = 0.5, encontrar la funcion de densidad de Y;.
b) Para b = 1, encontrar la distribucion de Y;.

65.- Considerando el ejemplo 6.34, por medio del método de funciéon de dis-
tribucién, encontrar la distribucién del rango.

66.- Sean Y7,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamano n de una distribucion uniforme sobre el intervalo (0, 1), encontrar
la distribucién del rango muestral. El resultado de este ejercicio es una
generalizaciéon del ejemplo 6.34.

67.- Sean Y7,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamano n de una distribucién exponencial con pardmetro \. Encontrar
la distribucién del minimo Y;.

68.- Se sabe que los tiempos que tardan 3 estudiantes E1, E2 y E3 en ter-
minar un examen de probabilidad se distribuyen exponencialmente con
medias de 50, 60 y 45 minutos, respectivamente. Suponiendo que estos
tiempos entre estudiantes son independientes, calcular las siguientes pro-
babilidades:

a) Que el primer estudiante que termine sea antes de una hora.
b) Que todos los estudiantes terminen antes de una hora.

69.- Resolver el ejemplo 6.14, pero ahora usando la férmula 6.2.

70.- Resolver de nuevo el ejercicio 37, pero ahora usando la férmula de con-
volucién 6.1.

71.- Para cierta poliza de seguros de gastos médicos mayores, la cantidad
reclamada se distribuye normal con media x y varianza 2. La compaiiia,
por cada reclamo, pagara el 90 % de la pérdida menos un deducible de
$30,000.

a) Encontrar la funcion generadora de momentos de la cantidad pagada
por la aseguradora por un reclamo.

b) ;Coémo se distribuye la cantidad pagada por la compania por un
reclamo?

72.- Sea X1, Xs,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién normal
con media 0 y varianza 2. Sean X y S? la media y varianza muestrales,
respectivamente. Encontrar

10 X2
a) 0.05-ésimo cuantil de g —5
o
i=1
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10
b) 0.10-ésimo cuantil de ZXZ2

=1

¢) 0.90-ésimo cuantil de 15 <)S(>

4 2
d) 0.10-ésimo cuantil de 2115:71’2
Zj:ll X;

73.- Sea X una variable aleatoria con distribucion Beta(a, b). Consideremos
una transformacion lineal de X, esto es, Y = ¢+dX. Encontrar la funcién
de densidad de Y.
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Introducciéon

En este capitulo se tratara el tema de convergencia de sucesiones de varia-
bles aleatorias. Muchos de los resultados de convergencia que se presentarin
tienen aplicaciones muy importantes sobre todo en materia de inferencia es-
tadistica y simulacién de Monte Carlo. Entre los resultados mas importantes
que se abordaran, se encuentran la ley de los grandes ntmeros y el teorema
de limite central el cual repercute fuertemente en varias aplicaciones.

Siempre que existe un resultado limite de sucesiones de variables alea-
torias, existe la posibilidad de aplicarlo, ya sea como una aproximaciéon al
céalculo de una probabilidad o a un resultado de estadistica, entre otras apli-
caciones. Cabe mencionar, varios de los resultados de convergencia que se
presentaran se les podra dar una interpretacion estadistica.

Es importante mencionar que la definicién de convergencia de sucesiones
de ntimeros reales no es apropiada para definir la convergencia de sucesiones
de variables aleatorias, es necesario definir esta convergencia de otra manera.
Algunas definiciones se van a presentar més adelante.

No obstante, antes de iniciar el tema de sucesiones de variables aleatorias,
se recomienda al lector repasar los conceptos béasicos de sucesiones de nime-
ros reales, véase la seccion C.2 del apéndice C, donde se trata la definicion
de convergencia de sucesiones de ntimeros reales y algunos ejemplos.

7.1. Sucesion de variables aleatorias

En esta seccién se explicard qué es una sucesion de variables aleatorias, ade-
més se presentaréan algunos ejemplos, con su correspondiente interpretacion.
Si para una sucesion {Uy, }, cada elemento Uy, Us, . .. es una variable alea-
toria, se dice que es una sucesion de variables aleatorias.
En una sucesion de nameros reales {U, }, es posible saber el valor de cada
elemento, esto es, para cada valor especifico de n, se puede saber el valor U,.
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Capitulo 7. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

Pero en el caso de una sucesion {U,} de variables aleatorias, al conocer n,
tendremos conocimiento de la variable aleatoria U,, posiblemente también
conocimiento de su recorrido y de su distribucién, pero, por lo general, no
tendremos conocimiento del valor de la variable.

Por lo anterior, la definicion de convergencia de sucesiéon de ntmeros
reales no puede aplicarse para definir la convergencia de sucesiones de varia-
bles aleatorias. Si una sucesion de variables aleatorias converge, existen dos
posibilidades, que converja a una constante o a una variable aleatoria. En
cualquier caso, no se puede garantizar para ninguna m € N, que la distancia
entre la sucesion y el limite al que converge siempre sea inferior a un € > 0
dado, ya que la distancia es aleatoria.

Por ejemplo, sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria de una distribucién
normal con media z y varianza o2. Consideremos la sucesion {U,} = {X,,},
donde X, es la media muestral. Se sabe que X,, ~ N(u,0%/n), esto es, para
cada n la distribuciéon de X, es diferente (la varianza es diferente).

En la siguiente figura, se presentan diferentes graficas de la funcion de
densidad de X,,, para n = 1,10, 20, 40,200,400, p =0y 02 = 1.

Dernamd

Figura 7.1. Funciones de densidad de la media muestral

Como complemento a estas graficas, se presenta una tabla, donde se ob-
serva, para diferentes valores de n, el rango de valores para la media muestral,
considerando siempre una probabilidad del 0.9974.

n | Rango de valores de X al 99.74 %
1 (_3a 3)

10 (—0.94869, 0.94869)
20 (—0.67083, 0.67083)
40 (—0.47433,0.47433)
200 (—0.21213,0.21213)
400 (—0.13416, 0.13416)

Tabla 7.1. Rango de valores de la media muestral

Algunas observaciones se dan a continuacion: los valores de X, siempre
estaran alrededor de la media (de cero). Entre més grande sea el valor de n,
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7.1. Sucesién de variables aleatorias

més esbelta es la funcion de densidad y, por lo tanto, més estrecho el rango de
valores de X,,, lo que significa que la varianza va decreciendo. Es notorio que
los valores de X, se van acercando a la media (a cero), conforme el tamafio de
la muestra se va incrementando, esta situacion, con una probabilidad grande.

Por lo anterior, se puede intuir que X,, tiende a la media (a cero), con-
forme la n crece. En los ejemplos 7.1 y 7.2, se tratard formalmente con la
convergencia de la anterior sucesion.

Cabe mencionar que la formalizaciéon y generalizacion del anterior ejem-
plo es conocido como la ley de los grandes nimeros, la cual se presentaréa en
el teorema 7.6.

Consideremos otro ejemplo, sean Yi,...,Y, las estadisticas de orden de
una muestra aleatoria de tamano n de una distribucién uniforme sobre el
intervalo (0,1). Se define la siguiente sucesion de variables aleatorias {U,} =
{Y1}. Es importante resaltar que la distribucion de Y; depende del tamano
de la muestra n, esto es, se puede comprobar que Y; ~ Beta(1l,n). Lo que
significa que la distribucion de Y; va cambiando conforme n crece. En la
siguiente figura se presentan las funciones de densidad de Y7 para los valores
de n = 10,20, 50, 100.

Doiretniand

¥

Figura 7.2. Funciones de densidad del minimo

La grafica de la funcion de densidad maés alejada al eje vertical correspon-
de a la muestra de tamano n = 10, y la grafica mas cercana al eje vertical
corresponde a la muestra mas grande, n = 100, lo que significa que entre
més grande sea n, la probabilidad de que Y; tome valores més cercanos a
cero crece. Por lo anterior, se puede intuir que la sucesion {U, } = {Y1} con-
verge a cero. El ejercicio 4 de este capitulo considera la convergencia de esta
sucesion, se le sugiere al estudiante, mas adelante, resolver este problema.

Es importante definir la convergencia de sucesiones de variables aleatorias
de manera diferente a la definicion tradicional de convergencia de sucesiones
de numeros reales. En la siguiente seccién, se trataran las definiciones maés
importantes de convergencia de sucesiones de variables aleatorias.
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Capitulo 7. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

7.2. Tipos de convergencia

La definicién de convergencia de sucesiones de variables aleatorias tendra
que ser diferente a la definicién tradicional de convergencia de sucesiones,
cualquier forma de indicar que una sucesion se acerca a un limite, la distancia
considerada seré aleatoria, por lo que sera necesario explicar el acercamiento
por medio de una probabilidad o por medio de un valor esperado.

A continuacion, se presentara la definicion de variable aleatoria degenera-
da y sus propiedades, las cuales son muy importantes para algunos ejemplos
de convergencia de sucesiones de variables aleatorias.

Definicion 7.1. Se dice que una variable aleatoria X es degenerada en ¢, si
toma este valor con probabilidad igual a 1, esto es, si P[X = ¢] = 1.

Teorema 7.1. Una variable aleatoria degenerada en c tiene funcion de den-
sidad, funcion de distribucion, valor esperado, varianza y funcidn generadora
de momentos respectivamente, como

EX]=c¢,
VIX] =0,
mx(t) = Ct.

El ejercicio 33 del capitulo 2, considera la demostracion de este resultado.

Dicho de otra manera, una variable aleatoria degenerada es una variable
aleatoria discreta que toma un solo valor.

En la siguiente gréfica se ilustra la funciéon de distribucién de una variable
aleatoria degenerada en c, la cual es importante para algunos ejemplos de
convergencia que se trataran mas adelante.

Figura 7.3. Funcion de distribucion de una variable aleatoria de-
generada en ¢
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Por otro lado, para cualquier espacio de probabilidad (2,.4, P[A]), se
dice que el espacio muestral Q es el evento sequro, y el conjunto vacio () es
el evento imposible.

Ademas, se dice que un evento A # Q) es un evento casi sequrosi P[A] =1,
y un evento A # () se considera un evento casi imposible si P[A] = 0.

Estos ultimos conceptos son importantes en las definiciones de conver-
gencia de sucesiones de variables aleatorias. A continuacion, se presentaran
cuatro modos de convergencia, asi como algunos ejemplos.

Empezaremos con la definicién de convergencia en probabilidad.

Definicién 7.2. Convergencia en probabilidad. Sea {U,} una suce-
sién de variables aleatorias y U otra variable aleatoria, todas las variables
Ui,Us, ..., y U en el mismo espacio de probabilidad (2,.4, P[A]). Se dice
que {U,} converge en probabilidad a U, si para todo € > 0.

P|U, -U| < ¢ ——1,

n—oo

o en forma equivalente

PU, —U|>¢d — 0.

n—oo

Notacion. {U,} - U denota, {U,} converge en probabilidad a U.

Obsérvese el siguiente ejemplo de convergencia en probabilidad.

Ejemplo 7.1. Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una distri-

bucién normal estandar, sea U, = X, demostrar que {U,} converge en
probabilidad a 0.

Sea € > 0, obsérvese

P[|X, — 0| <€ = Pl—e < X,, < ¢

_6—0 <Xn—0< e—0
1yvn = 1/y/n —1/yn

:P[—\/ﬁe<Z<\/ﬁe]ml.

=P

Por lo tanto, {U,} = {X,,} - 0.
A continuacion, se dara la definiciéon de convergencia en distribucion.

Definicioén 7.3. Convergencia en distribucion. Sea {U,,} una sucesion
de variables aleatorias, donde Fy;, (u) es la funcion de distribucion de Uy,
n = 1,2,..., y sea U otra variable aleatoria con funciéon de distribucion
Fy(u), todas las variables aleatorias Uy, Us, ...,y U en el mismo espacio de
probabilidad (€2, A, P[A]). Se dice que {U,} converge en distribucion a U, si
para todo punto de continuidad de la funcion Fy(u), se cumple

lim Fy, (u) = Fy(u).

n—o0
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Capitulo 7. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

A la funcién de distribucion Fyr(u), se le llama funcion de distribucion
limite de la sucesion {Up, }.

Notacion. {U,} N denota, {U,} converge en distribucion a U.

La definicion de convergencia en distribucién, se enfoca en la conver-
gencia o no de {Fy, (u)}, la cual tiene las siguientes posibilidades: que sea
convergente a una funciéon de distribuciéon continua; que sea convergente a
una funcién de distribucién discreta en sus puntos de continuidad; que sea
convergente a algo que no es funcién de distribucién en sus puntos de conti-
nuidad, o que sea divergente.

Una aclaracién, cuando se pida encontrar la distribucién limite de una su-
cesion de variables aleatorias, se estaré solicitando encontrar la convergencia
en distribucién de la sucesién.

En seguida, se presentara un ejemplo.

Ejemplo 7.2. Sea X1, Xs,...,X,, una muestra aleatoria de una distri-
bucién normal estandar, encontrar la distribucion limite de {U,} donde

Un = Xn.
Se sabe que X,, ~ N(0,1/n).
Entonces,
Fg (u) = P[X, <]
X,—0 u—0
=P <
NIV
= P[Z < v/nu], donde Z ~ N(0,1).

Por lo tanto,
lim Fy, (u) = lim P|Z < \/nu).

n—oo

El céalculo del anterior limite se debe realizar por casos, ya que depende
del valor que toma u.
Caso 1. Cuando u < 0.

lim F,, (z) = lim P[Z < v/nu] = 0.

n—oo n—o0

Caso 2. Cuando u = 0.

lim Fy, (u) = lim P[Z < v/nu] = lim P[Z < 0] = 0.5.

n—o0 n—0o0 n—00

Caso 3. Cuando u > 0.

lim Fy, (u) = lim P[Z < \/nu] = 1.

n—00 n—oo
Esto es,
lim Fyy, (u) = 0.5I10 (u) + L0 n)(w)-

n—o0
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A continuacion, se presenta la grafica de este limite.

Figura 7.4. Limite de la funcion de distribucion de la media mues-
tral, ejemplo 7.2

La anterior funcion y la funcion de distribucion Fyy(u) = Ijg o) (u) son
iguales para todo valor de u € (—o0,0) U (0, 00), esto es, para todo punto de
continuidad de la funciéon Fy(u). Al ser Fyr(u) la funcion de distribucion de

una variable aleatoria degenerada en 0, se concluye que {U,} 4 u=o.

Se deja como ejercicio para el estudiante, demostrar {U,,} = {X,,} SN i,
cuando la muestra X7,. .., X,, proviene de una distribucién N (u, o?).

Las dos definiciones anteriores de convergencia son suficientes para la
mayoria de las aplicaciones, no obstante, a continuacién, se presentaran dos
modos de convergencia més, con la idea de que el estudiante tenga conoci-
miento de la existencia de otras definiciones de convergencia.

A continuacion, se presenta la definicién de convergencia casi segura.

Definicién 7.4. Convergencia casi segura. Sea {U,} una sucesion de
variables aleatorias y U otra variable aleatoria, todas las variables Uy, Us, .. .,
y U en el mismo espacio de probabilidad (£2, .4, P[A]). Se dice que {U,}
converge casi sequramente a U, si

P[lim U, =U] = 1.
n—oo

Notacion. {U,} > U denota, {U,} converge casi seguramente a U.

Una aplicacion de este tipo de convergencia es la ley de los grandes nii-
meros, en su version «ley fuerte», véase el teorema 7.6.
A continuacion, se dara la definiciéon de convergencia en media r-ésima.

Definicién 7.5. Convergencia en media r-ésima. Sea {U,} una suce-
sion de variables aleatorias y U otra variable aleatoria, todas las variables
U1,Usa, ..., y U en el mismo espacio de probabilidad (2, 4, P[A]). Se dice
que {U,} converge en media r-ésima a U, si

E[|U,-U|"] —— 0.

n—oo
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Capitulo 7. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

Notacion. {U,} — U denota, {U,} converge en media r-ésima a U.

Muchos de los resultados que se trataran en este tema de convergencia
tienen importantes aplicaciones en diferentes temas de estadistica, simulacién
de Monte Carlo y ciencias actuariales, entre otros. En este sentido, como ya
se habia comentado, los tipos de convergencia que principalmente contribu-
yen a las aplicaciones son la convergencia en probabilidad y la convergencia
en distribucion, razén por la cual, los ejemplos tratados en este tema solo
consideran estos dos modos.

Observacion. Una sucesion de nimeros reales {U,} se puede considerar un
caso particular de una sucesion de variables aleatorias, ya que las constantes
son un caso particular de variables aleatorias degeneradas, véase el ejercicio
6 de este capitulo.

A continuacién, se dard un ejemplo maés.

Ejemplo 7.3. Sea {U,} una sucesion de variables aleatorias donde U,, =
n(@ —Y,)y Y, es la n—ésima estadistica de orden de una muestra aleatoria
de tamano n de una distribucion U (0, #). Encontrar la distribucion limite de
la sucesion {U,}.

El recorrido de U, es el intervalo (0,n6), véase siguiente grafica

Figura 7.5. Transformacion U,, ejemplo 7.3

A continuacion, se encontraran las funciones de distribucién de Y,,.

Fy, (y) = [Fx ()"
= [%]n, donde 0 <y < 6.

Ahora la funcion de distribucion de U,.

Fu, (u) = P[Up < u]
= Pn(0 —Y,) <u
= P[Y,, >0 —u/n]
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=1—Fy, (0 —u/n)

:1—[9_:/71] , donde 0 < u < nd.

Por lo tanto,

0—u/n]"™
Fy, (u) = {1 - [9/] }I(o,ne) + Ijn6,00)-

De esta manera,

lim Fy, (u) = Tim (1= [1= 1" Fo ) (0) + M T )

o n—>00
_ [1 . e_uw} T(0,00) (1)

Se puede observar que en el pendltimo limite se aplico el resultado limite
C.2 del apéndice C.
Concluimos,

(U} % U, donde U ~ Exp(\ = 1/6).

7.3. Relaciones entre los tipos de convergencia

En esta parte se trataran las relaciones que existen entre los cuatro modos de
convergencia definidos en la anterior secciéon. Los siguientes resultados estén
encaminados a estas relaciones.

El siguiente teorema considera la relacién que existe entre la convergencia
casi segura y las convergencias en probabilidad y en distribucioén.

Teorema 7.2. Si {U,} es una sucesion de variables aleatorias que converge
casi seqguramente a U, entonces, {Uy} converge en probabilidad y también en
distribucion a U.

El siguiente resultado trata con la relacion existente entre la convergencia
en media r-ésima y las convergencias en probabilidad y en distribucion.

Teorema 7.3. Si {U,} es una sucesion de variables aleatorias que converge
en media r-ésima a U, entonces, {U,} converge en probabilidad y también
en distribucion a U.

Los siguientes dos resultados consideran la relacién que existe entre la
convergencia en probabilidad y la convergencia en distribucion.

Teorema 7.4. Si {U,} es una sucesion de variables aleatorias que converge
en probabilidad a U, entonces, {Uy,} converge en distribucion a U.

Las demostraciones de los anteriores resultados no son parte de este tema,
corresponden a un curso de probabilidad més avanzado.
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Teorema 7.5. Sea {U,} una sucesion de variables aleatorias y ¢ una cons-
tante. La sucesion {Uy} converge en probabilidad a c si y solo si {U,} con-
verge en distribucion a c.

Demostracion. Primero, suponemos que la sucesion {U,} converge en pro-
babilidad a ¢, esto es,

lim P[|U,, —¢| < €] =1, para todo € > 0.

n—o0

El proposito es demostrar lim Fy, (u) =1, cuandow > ¢ y lim Fy, (u) =
n—oo n—oo

0, cuando u < c.
Obsérvese
PllU, —¢|<€ej=Plc—e< U, <c+¢
= Fy,[(c+ €)x] — Fy, (c —¢€),
donde Fy, [(c + €)%] = Oil,hn—lm Fy,[(c+ € — h)] (el limite de Fyy, (u) cuando u

tiende a ¢ + € por la izquierda).
Una manera practica de interpretar Fy, [(c + €)%] es, Fy, [(c + €)*] es el
valor de la funcién de distribuciéon de U, un instante antes que ¢ + €.
Ahora obsérvese

1= lim P[|U, —¢| < €]

n—oo

= nhﬁngo Fy,[(c+ €)%] — nl;ngo Fy,(c—e).

Como Fy, (u) toma valores en el intervalo [0,1] para todo u, la tnica
forma como se puede cumplir que la anterior diferencia sea igual a 1 es que
lim Fis,((c+ €)% =1y lim Fy, ((c—¢) = 0, para todo ¢ > 0.
n—oo n—oo

Lo anterior significa

lim Fy, (u) = 1, para todo u > c,

n—oo

lim Fy, (u) = 0, para todo u < c.

n—oo

Por lo tanto, {U,} converge en distribucion a c.
Ahora, suponemos que {U,} converge en distribucion a c. Esto es,

lim Fy, (u) =1, siu>c,
n—oo
lim Fy,(u) =0, siu<ec.
n— oo
Sea € > 0, entonces,
lim P[|U, —¢| <€ = lim Plc—e<U, <c+¢
n—oo n—oo
= lim Fy,[(c +e)+] = lim Fy, (c —€)
=1-0=1.

Por lo tanto, {U,} converge en probabilidad a c. O
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En resumen, las relaciones de los diferentes tipos de convergencia se pre-
sentan a continuacion:

)y — {{Un} % U,
{U,} — U

U ToU — {{Un} —Zw,
{U,} — U

U} 25U = U5 U
{U) 25 U=c <« {U})-%U=c

7.4. Ley de los grandes ntimeros

Uno de los teoremas mas importantes en el tema de convergencia es la ley de
los grandes nimeros. Este resultado tiene aplicaciones importantes, tanto en
probabilidad, como en estadistica, entre otras areas. En seguida se presenta
este resultado.

Teorema 7.6. Ley de los grandes niimeros. Sea Xi, ..., X, una muestra

aleatoria de una distribucion con una media p1 y varianza o2, entonces,

(1) {Xn} == 1,
1) (X0} 5

La parte I del anterior teorema indica que la media muestral converge en
probabilidad a la media de la distribucion (o media poblacional), cuando el
tamafio de la muestra crece. A este resultado se le conoce como la ley débil
de los grandes niumeros.

En el inciso II del teorema, también se afirma que la media muestral
converge a la media poblacional, pero la convergencia es casi segura. A este
resultado se le conoce como la ley fuerte de los grandes nimeros.

En ambos resultados, la condicién para que se cumpla la convergencia es
que Xi,...,X, sea una muestra aleatoria de una distribucién con media y
varianza finitas.

A continuacion, se demostrara la ley débil de los grandes ntmeros.

Demostracion. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
con media u y varianza o? finitas.
Se puede verificar facilmente



Capitulo 7. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

Por la desigualdad de Chebyshev (teorema 2.8), se puede afirmar

NG

La desigualdad de Chebyshev es cierta para todo valor de k > 0, en

21—i donde k£ > 0.

P ’)_(n—u’<k 12

n
particular para k = £e, donde € > 0.
o

Entonces,

o2

P[’Xn—u‘<e]21—@.

Ademaés, toda probabilidad es menor o igual a 1, por lo tanto,

o2 —
l- 5 <P[Xo—p|<e <L

De esta manera,

; o? , S ,
i (17 ) < i Pl <] < i 1

Los limites de la partes izquierda y derecha de la anterior desigualdad
son igual a 1, por lo que se concluye

nlin;oP HX” — u‘ < e] =1, para € > 0.

Por lo tanto,
(X} 2 O

Hay otra manera de realizar la demostracion de la ley débil de los grandes
ntimeros, usando las funciones generadoras de momentos de la sucesion { X, }.
En este caso, se debe aplicar el teorema 7.7 que se presentara en la siguiente
seccion. Es importante suponer que la funcién generadora de momentos de la
distribucion de X; existe. Se deja como ejercicio para el estudiante, realizar
la demostraciéon por este camino, después de haber estudiado la siguiente
seccion.

7.5. Convergencia por funcién generadora
de momentos

En esta secciéon se va a estudiar la convergencia en distribucién de sucesiones
de variables aleatorias, utilizando la funciones generadoras de momentos de
los elementos de la sucesion, en lugar de las funciones de distribucion, véase
el siguiente teorema.
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7.5. Convergencia por funciéon generadora
de momentos

Teorema 7.7. Sea {U,} una sucesion de variables aleatorias tal que U, tiene
funcion de distribucion Fy, (u) y funcion generadora de momentos my, (t),
la cual existe para toda t € (—h, h) para alguna h > 0. Si existe una variable
aleatoria U con funcion de distribucion Fy(u) y funcion generadora de mo-
mentos my (t), la cual existe para t € (—hy, h1) para alguna 0 < hy < h, y

se cumple lim my, (t) = my(t), entonces, {U,} 4.
n—oo

La demostracion de este teorema no es proposito de este tema, es para un
curso de probabilidad mas avanzado. A continuacion, se presentaran algunos
ejemplos donde se aplicara este teorema.

Ejemplo 7.4. Sea {U,} una sucesion de variables aleatorias tal que U,, se
distribuye binomial con pardmetros n y p. Encontrar la distribucién limite
de {U,,} cuando n tiende a co y np = A, donde A es una constante que no
depende de n.

Obsérvese

3 _ z. t\n
dm my, (t) = lim (1 —p+ pe’)
np=\ np=A\

A \"
= lim (1 -4 et)
n—o0 n n

= lim <1 + A(et_l))n

n—00 n
t_
— 6)\(6 1)‘

Una vez mas se aplico el resultado limite C.2 que se encuentra en el
apéndice C.

La anterior es la funciéon generadora de momentos de una variable alea-
toria con distribucion Poisson()), por lo tanto, para np = A,

{Un} 4, U, donde U ~ Poisson(\).

Ejemplo 7.5. Sea {U,} una sucesion de variables aleatorias tal que U, se
distribuye ji cuadrada con n grados de libertad. Encontrar la distribucién
L. U, —

limite de {Z,,}, donde Z,, = Tn"

Se obtendréa la funcién generadora de momentos de Z,.
mz,(t) = E [¢7]

b (r)]
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2
) ty/ =
Se desarrollara con cuatro sumandos e V 7|

1z 2 o2\ 2 [2\*? 83 /2
eV =14+4/2¢t+ () + () ~_ et n, donde 0 < 0 < 1.
n n

n) 2! 3!

Se multiplica ambos lados de la igualdad anterior por \/%t, de esta ma-

nera,
2, /2 2 2 9\ 2 £ 2\ 2 4 )
\/>tet\/; = \/>t + (2 )2+ (2) =+ (= 76156\/%'
n n n n 2! n/) 3

Por lo tanto,

t2 2\2 3 4. /2 2
my, (t) = [1— poe + (n) gete n — (n)

n

2772
4144 t0\/
:|_n3!te "

1

w

SIS

|
I3

2
£ (2t w2
2! 3!

n

Se aplicara el resultado limite C.1 del apéndice C, considerando ¢(n), de
la siguiente manera:

3
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Obsérvese que

2
lim eV =1.
n—oo

Por lo tanto,
lim ¢(n) = 0.

n—oo

De esta manera,

g, man() = i,

1—— 42—
n n

{ t? @(n)] 2
_ D)

La anterior es la funcién generadora de momentos de una distribucién
normal estdndar, por lo tanto,

Z, -5 Z, donde Z ~ N(0, 1).

Otra forma de explicar el anterior resultado es que la distribuciéon de
una variable aleatoria con distribucién ji cuadrada tiende a una distribucion
nor-mal, si los grados de libertad tienden a crecer. Para acabar de entender
este resultado limite, se puede apreciar en la figura 4.4, como la grafica de
una funciéon de densidad de una distribuciéon ji cuadrada tiende a una
grafica en forma de campana (distribucion normal), conforme los grados
de libertad son més grandes.

7.6. Teorema de limite central

En esta seccién se presentaré uno de los teoremas mas importantes que existe
en la teorfa de la probabilidad. Su importancia se debe, principalmente, a sus
diversas aplicaciones tanto en probabilidad como en estadistica, entre otras
areas.

A continuacién, se expondra este resultado y se demostrara.

Teorema 7.8. Teorema de limite central. Sea X1,..., X, una muestra

2

aleatoria de una distribucion con media p y varianza o<, entonces,

X, —
Z = ﬁ(“) 4, Z~N(0,1).
ag

Al anterior resultado se le conoce como el teorema de limite central. Como
se verd mas adelante, con algunos ejemplos, este resultado tiene muchas
aplicaciones.

Obsérvese que Z,, es la media muestral estandarizada, ya que E [)_(n] =u

y VIXa] = z.

n
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Capitulo 7. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

También, se puede ver que

7, = \/;l<_n_“>

Esto es, Z,, también se puede expresar como el total muestral estandari-

n n
zado, ya que E[ZXJ =nuy V[ZXZ-] = no’.
i=1 i=1
Entonces, el teorema de limite central también puede expresarse en térmi-
nos del total muestral estandarizado, si las hipotesis del teorema se cumplen,

esto es, Z, = (Z?:lXi_W> 47~ N(0,1).

Vno
En términos précticos, se esta afirmando que si Xq,...,X,, es una mues-
tra aleatoria de una poblacion que tiene distribuciéon con media u y varianza
0? v el tamafio de la muestra n es «suficientemente grande», entonces, X,
se distribuye aproximadamente normal con media y y varianza o2/n, y, por
otro lado, )" | X; también se distribuye aproximadamente normal, pero con

media np y varianza no?.

Siempre ha sido un tema de discusiéon qué significa un tamano de muestra
«suficientemente grande». Para algunos autores, un tamano de muestra igual
que 30 ya se considera suficientemente grande.

Lo anterior no siempre es cierto, si la muestra es obtenida de una po-
blacién con distribucién donde la funcién de densidad tiene un sesgo muy
grande, como la distribucién exponencial o la distribucién geométrica, una
n = 30 no es suficiente para apreciar una aproximacion satisfactoria de la
distribucion de la media (o total muestral) con la distribuciéon normal.

En cambio, si la muestra es obtenida de una poblaciéon con una distri-
bucién donde la funcién de densidad es simétrica o casi simétrica, como la
distribucién uniforme o la distribuciéon binomial con p &~ 0.5, un tamaifio de
muestra de 12, por ejemplo, en ocasiones, sera suficiente para apreciar una
buena aproximacion.

En la siguiente grafica, se aprecia como la distribucién de la media mues-
tral tiende a una distribucién normal, cuando el tamanio de muestra se va
incrementando. Para la construccion de esta grafica, se simularon, por me-
dio de R, muestras aleatorias obtenidas de una distribucién exponencial con
media igual a 10, por medio de la instrucciéon rexp(n,0.1), donde los valores
de n se fueron variando.
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Tom i

| ]

=

=
Wi pes

Meda H‘ims!ral

Figura 7.6. Distribuciones de la media muestral con diferentes ta-
mano de muestra. Ilustracion del teorema de limite central

La primera grafica, es el histograma de 10,000 medias muestrales, calcu-
ladas de muestras aleatorias de tamano igual a 10. El segundo histograma
fue construido también por 10,000 medias muestrales, pero calculadas de
muestras de tamano 30. El tercer histograma se hizo por medio de 10,000
medias muestrales, calculadas de muestras de tamano 70, y la ultima gréfica
se construyo por medio de 10,000 medias muestrales calculadas de muestras
de tamano 120.

Es notorio que tanto el sesgo por la derecha como la varianza van dismi-
nuyendo de una grafica a otra, siendo la tltima grafica, practicamente, una
campana con menos varianza.

A continuacion, se realizara la demostracion del teorema de limite central,
donde se usara la funcion generadora de momentos del total muestral.

Demostracion. (Teorema 7.8). Definimos la siguiente funcion de t.
®(t) = E[e!X W] = e tmx ().

Esta funcién se expresara por medio del polinomio de Maclaurin con tres
sumandos, véase igualdad C.12 del apéndice C.

2
(1) = 2(0) + 2V (0)t + <1><2>(g);—', donde 0 < ¢ < ¢,
Obsérvese
— 1 _
0|y = [e7ml (6) + mx()-pe )] _ =p—p=0.
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(2 lt=0

_ [ “tim @ (8) — mlY (£ e~ + pmx (e — pm Y (£)e =

t=0
= B[X?] - 12 + 12 — 12 = o2
Entonces,
D(t) = 1+0+<I>(2)(£)2' 1+22t2+ [<I>< )(5)—02} t; 0<E<t.
Ahora, se desarrollara la funcién generadora de momento de Z,
myz, (t) = E [e?!]
5 (fo)]
B :62?_0(Xiu>¢fﬂ
5 :e(xl—u>\/%(,+--~+<xn—u>\/fﬂ
5 :e(xl—mfw] B [e(xn—mfw}
[eferik])
=2 ()] n
o (070-0)
= -1—1—5—% ((I)(Q)(T) _02) 252]71, donde 0 < 7 < ——
- n n a\f
Sea )
o) = (83 (r) - 0%) %‘2
Obsérvese

lim ®®)(r) = 62, ya que 7 — 0.

n—oo

Por lo tanto,

2
lim p(n) = lim ((I)(z) (1) — 02> L 0

n—00 n—00 9202
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De este modo,

2 "
@)(r) _ 52) F

2/9 (<I> (1) —0o )

lim my, (f) = lim |1+ 222 + 202

n—o00 n— 00 n n

2/9 n
= lim 1+i+M =et’/2,

n—o00 n n

Esta tltima es la funcién generadora de momentos de una distribuciéon
normal estdndar. Por lo tanto,

Z, %5 Z, donde Z ~ N(0, 1). O

La anterior demostracién se realizé suponiendo que la funcién generado-
ra de momentos de X; existe, y no es una condicién del teorema de limite
central. Existe la posibilidad de que la media y la varianza sean finitas y no
exista la funcién generadora de momentos. La demostracion de este teorema
se puede generalizar; en lugar de usar la funcién generadora de momentos,
se puede utilizar la funcion caracteristica, véase definicién 2.15, esta funcion
existe para todas las variables aleatorias. Cabe senalar que el alumno nece-
sita conocimientos de variable compleja para entender la demostracién del
teorema usando la funcién caracteristica.

Es importante resaltar que la condiciéon para que se cumpla el teorema
de limite central es que las variables X, Xo,...,X,, sean independientes e
idénticamente distribuidas, con media y varianza finitas.

El teorema de limite central nos indica que tanto la media muestral como
el total muestral se distribuyen aproximadamente normal, si la muestra es
«suficientemente grande». Lo interesante de este resultado es que la muestra
puede ser obtenida de una distribucién discreta, de una distribucién continua
o incluso de una mezcla de distribuciones. En la siguiente seccion, se trataran
varios ejemplos.

7.7. Aplicaciones del teorema de limite central

En términos préacticos, como ya se menciond, el teorema de limite central
indica que tanto la media muestral como el total muestral, cuando son cal-
culados de una muestra aleatoria obtenida de una distribuciéon (poblacion)
con media y varianzas finitas, estas se distribuyen aproximadamente normal,
cuando el tamano de la muestra es «suficientemente grande». Entre varias
aplicaciones que tiene este teorema, a continuacién, se presentaran tres de
las mas importantes.
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1.- Aproximacion de la distribuciéon binomial por medio de la dis-
tribucién normal

A continuacion, se presentara como las probabilidades de una variable alea-
toria con distribucién binomial se pueden aproximar por medio de una dis-
tribucién normal.

Considérese la siguiente variable aleatoria, ¥ = niimero de pruebas ob-
servadas con éxito al realizarse n pruebas idénticas e independientes. Supon-
gamos que Y tiene distribucién binomial con parametros n y p.

Obsérvese que la variable Y se puede expresar como Y = > | X;, donde
X1,...,X, es una muestra aleatoria de una distribucién Bernoulli con para-
metro p. En este caso, la variable X; puede interpretarse como X;= niimero
de éxitos en la i—ésima prueba.

De esta manera, el teorema de limite central se puede aplicar a la variable
Y =>"" X, siendo la media y la varianza de X;, respectivamente, = p
y 0% =p(l—p) = pg.

Entonces, se puede afirmar, aplicando el teorema de limite central,

S X

— Y —

= = P 4, 7~ N(,1).
vno np(l —p)

Dicho de otra manera, una variable aleatoria Y con distribucién binomial
con parametros n y p tendra aproximadamente una distribucién normal, con
media igual a = np y varianza 0? = np(1 — p), cuando n sea «suficiente-
mente grandey.

Es importante hacer la siguiente aclaracion, cuando se quiera aproximar
una probabilidad para una variable aleatoria discreta con valores enteros, por
medio de una distribucién continua, es recomendable utilizar lo que se llama
el factor de continuidad, para lograr una mejor aproximacioén. Supongamos
que X es una variable aleatoria discreta que toma valores enteros, y que es
de interés calcular la siguiente probabilidad Pla < X < b], donde a y b son
enteros. Si este calculo se quiere realizar en forma aproximada, por medio
de una distribucién continua, se sugiere considerar el factor de continuidad
en cada lado de la desigualdad, el cual consiste en restar al ntimero a, 0.5 y
sumar al nimero b, 0.5. Entonces, se sugiere, usando la distribucién continua,
calcular la probabilidad Pla—0.5 < X < b+ 0.5], en lugar de Pla < X < b].
A continuacion, por medio de una grafica, se ilustra la conveniencia de usar
los factores de continuidad.

En la siguiente grafica, el histograma representa la funcién de densidad
de una variable discreta con valores enteros, y la grafica continua representa
la funcién de densidad de la distribucién continua que supuestamente esté
aproximando la densidad discreta.
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7.7. Aplicaciones del teorema de limite central

Figura 7.7. Aproximacion de la distribucion binomial por la dis-
tribucion normal

Por ejemplo, el célculo de la probabilidad P[2 < Y < 3] por medio
de la distribuciéon discreta corresponde a la suma de las areas de los dos
rectdngulos correspondientes a los valores del recorrido 2 y 3, la base del
primero va de 1.5 a 2.5 y del segundo de 2.5 a 3.5. Si se pretende calcular
esta probabilidad en forma aproximada por medio de la densidad continua,
en lugar de considerar P[2 <Y < 3], la aproximacion resultara mas exacta, si
se calcula P[1.5 <Y < 3.5], ya que de esta manera se estarfan aproximando
de mejor manera, las areas de los rectangulos de y =2y y = 3.

Por ejemplo, en el caso del célculo de P[Y > 3], se recomienda calcular
con la densidad continua, la probabilidad P[Y > 3.5], ya que se estaria
aproximando de mejor manera a las areas de los rectangulos correspondientes
de y =4, y =5, etc. Y en el caso de P[Y = 3|, se recomienda calcular
con la distribucion continua la probabilidad P[2.5 < Y < 3.5], ya que se
aproximaria de mejor manera el area del rectangulo correspondiente a y = 3.

Ejemplo 7.6. Para cierto tipo de seguro, se sabe que un siniestro tendré un
valor superior al deducible con una probabilidad de p = 0.4. Se seleccionan
al azar 40 siniestros del ultimo ano. Sea Y el ntmero de siniestros en la
muestra que son superiores al deducible. Calcular en forma aproximada las
siguientes probabilidades:

a) P[Y > 16].

b) P[10 <Y < 20].

c) PlY =18].

a) La aproximacion de la primera probabilidad es
P[Y > 16] = P[Y > 16.5]
Y —16 16.5 — 16
= >

=P /40(0.4)(0.6) ~ 1/40(0.4)(0.6)
~ P[Z > 0.16] = 0.4364.
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b) La segunda probabilidad se aproxima de la siguiente manera:
P[10 <Y <20] = P[10.5 < Y < 20.5]
B [ 10.5 — 16 Y16 _  205-16 ]

\/40(0.4)(0.6) = 1/40(0.4)(0.6) ~ 1/40(0.4)(0.6)

~ P[-1.78 < Z < 1.45] = 0.889.

¢) Y la tercera probabilidad

PlY =18] = P[17.5 <Y < 18.5]

! 175 — 16 Y — 16 18.5 — 16 ]
< <

1/40(0.4)(0.6) ~ 1/40(0.4)(0.6) ~— 1/40(0.4)(0.6)
~ P[0.48 < Z < 0.81] = 0.1066.

Con la idea de comparar este dltimo resultado, se calculara también por
medio de la distribucién binomial.

40

Py =18] = (18

)(0.40)18(0.6)22 = 0.1026.
Se observa que ambas probabilidades son muy parecidas.

2.- Aproximaciéon de la distribuciéon de una proporciéon muestral

Otra aplicacién del teorema del limite central es la aproximaciéon de proba-
bilidades de una proporciéon muestral por medio de la distribucién normal.
Cabe senalar, que estas aproximaciones pueden ser aplicadas en inferencia
estadistica.

Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de tamano n de una distribucién
Bernoulli con pardmetro p. La proporcién muestral se calcula como

n
S
~ i=1 Y %
p="L =2 =X, donde Y ~ B(n,p).

n n

Entonces, el teorema de limite central se puede aplicar para X = p.
Obsérvese

Elpl=FE [Y] = lnp=p,

n n
p(1—p)
.

Vi = v [ 2] = Zonta—) -

De esta manera, por el teorema de limite central,

\/E<X;,u>:\/ﬁ< p—p ) Ly 7 0 N(0.1).

p(1 —p)
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Dicho de otra manera, la proporcién muestral p = %, se distribuye apro-
ximadamente normal con media p y varianza @, cuando n es «suficien-
temente grandey.

Esta aproximacion tiene una aplicacion muy importante en inferencia
estadistica, es utilizada para construir intervalos de confianza y pruebas de
hipétesis para una proporcion p.

A continuacion, se presentaran un par de ejemplos.

Ejemplo 7.7. Considerando la misma distribuciéon binomial del ejemplo
anterior, calcular la probabilidad de que la proporciéon muestral p se desvie
de la proporcién verdadera p, a lo més 0.05.

Se sabe que la proporciéon muestral p se distribuye aproximadamente
N (p, 202,

n

Por lo tanto,

P[lp— p| < 0.05] = P[—0.05 < p — p < 0.05]

\/p(l'—p) = \/p(l—p) = \/p(l—p)

~ P[—0.65 < Z < 0.65] = 0.4844.

Ejemplo 7.8. Sesaca una muestra aleatoria X1, ..., X, de una distribucion
Bernoulli con parametro p = 0.2. ;De qué tamafo debe ser la muestra para
que la proporciéon muestral se desvie de la proporcion verdadera, a lo méas
0.03, con una probabilidad del 0.957

Se sabe ﬁ&N(O.Q, 0'2(0'8)).

n

De esta manera,

P|p — 0.2 < 0.03]
= P[-0.03 < p — 0.2 < 0.03]

(- git) () < )|

~ P[—/n(0.075) < Z < v/n(0.075)] = 0.95.

Entonces, /n(0.075) = 1.96, por lo tanto, n = 682.95 ~ 683.

Esto es, con una muestra aleatoria de tamano n = 683, la proporciéon
muestral no se alejara de la proporcion poblacional (verdadera proporcion),
mas de 0.03, aproximadamente un 95 % de las veces.
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3.- Aproximaciéon de la distribucion de la media muestral (total
muestral)

En general, por el teorema de limite central se pueden aproximar probabili-
dades de una media o total muestral por medio de una distribucién normal.
A continuacion, se presentaran algunos ejemplos.

Supongamos que X7, ..., X, representa una muestra aleatoria de tamano
n de una distribucién, discreta o continua, con una media p y varianza o2
finitas. Se sabe, por el teorema de limite central, que la media muestral
y también el total muestral se distribuyen aproximadamente normal. Los
siguientes ejercicios estaran encaminados con estos resultados.

Ejemplo 7.9. Supongamos que la cantidad reclamada en un mes, por un
asegurado a una compania de seguros, por cierto tipo de seguro, es una va-
riable aleatoria con distribucion uniforme sobre el intervalo (0, 10). Ademas,
supongase que las cantidades reclamadas por diferentes asegurados se rea-
lizan en forma independiente. De 12 reclamaciones en un mes, calcular la
probabilidad de que el total de reclamaciones sea entre

a) 70 y 85.

b) 40 y 70.

a) Sea X; =cantidad reclamada por un asegurado en un mes, i = 1,...,12.
Como X; ~ U(0,10), entonces, u = E[X;] =5,y 0% = V[X;] = .

Por lo tanto, Zgl X,; =total de reclamaciones en un mes.

Asi, B [Z}il XZ} —12(5) =60y V [zgl XZ-] = 12(190) = 100.
Aplicando el teorema de limite central, Zgl X; ~N(60,100).

_p 70—60<i:1 <85—6O
10 — 10 - 10

~ P[l1 < Z <2.5] =0.1525.

12
12 Z Xi — 60 ]

b) La segunda probabilidad

40 —-60 =3 70 — 60
10<S Xx;<70|=r <
0= ; =70 10 - 10 10

~ P[-2 < Z < 1] = 0.8185.

IN

12
12 Z Xi—60 ]

Como ya se habia comentado, por ser la funcién de densidad de X; simé-
trica, no es necesario que el tamafio de muestra sea muy grande (30 o maés),
para lograr una buena aproximacién. Para algunos autores, en el caso de la
distribucién uniforme, con un tamano de muestra entre 10 y 12 es suficiente.
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Véase Rubinstein [27], donde se encuentra un procedimiento para simular
valores de una variable aleatoria con distribucién normal estandar, por me-
dio de simulaciones de totales muestrales estandarizados, donde la muestra
aleatoria proviene de una distribucion U (0, 1).

Ejemplo 7.10. La proporcién de impureza en una botella que contiene
cierto liquido, se distribuye beta con pardmetros a = 2 y b = 4. Se seleccionan
aleatoriamente 50 botellas de la producciéon. Calcular la probabilidad de que
el promedio muestral de las proporciones de impurezas.

a) Sea mayor a 0.40.

b) Se desvie de la media verdadera de proporciones, a lo méas 0.05.

Sea X; = proporcion de impurezas en la botella ¢, 2 = 1,...,50.

Se sabe que X; ~ Beta(2,4).

De este modo, p = E[X;] = % y ol =V[X;] = %.

En este caso, X = promedio muestral de proporciones de impurezas.

Se sabe que F[X] Z%YV[X] :%:ﬁ'

Por el teorema de limite central, se puede afirmar X ~N (%, ﬁ)

a) La primera probabilidad se aproxima de la siguiente manera:

P[X >040] = P

X—-1/3 _040-1/3
>
V1/1575 ~ \/1/1575
~ P[Z > 2.64575] = 0.004.
b) La segunda probabilidad,
P[|X —1/3] £0.05] = P[-0.05 < X —1/3 <0.05]
_p|_ 005 _ X-1/3 _ 005
V1/1575 © \/1/1575 ~ /1/1575
~ P[—1.98431 < Z < 1.98431] = 0.9522.

Ejemplo 7.11. Considerando el ejemplo anterior, ;de qué tamano debe ser
la muestra, si se desea que la media muestral se desvie de la verdadera media
a lo méas 0.04 con una probabilidad de 0.987

Obs_érvese
P[|X —1/3] <0.04]

= P[-0.04 < X —1/3 < 0.04]

0.04 X —-1/3 0.04
v <\/2/63> = ﬁ( V/2/63 ) sV <\/2/53>]

~ P[—0.2245\/n < Z < 0.2245/n| = 0.98.

=P

Por lo tanto, se puede observar en la tabla de la normal estandar que
0.2245\/n = 2.33.
De esta manera se concluye que n = 107.72 ~ 108.
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7.8. Teoremas de convergencia

En esta seccién se trataran diversos teoremas que tienen que ver con la
convergencia en probabilidad y la convergencia en distribucién. Estos teore-
mas ayudaran para lograr algunos resultados importantes, con aplicaciones
en estimacion puntual (estimadores consistentes), intervalos de confianza y
pruebas de hipoétesis, que son temas de suma importancia de inferencia es-
tadistica.

Teorema 7.9. Sea {U,} una sucesion de variables aleatorias que converge
en probabilidad a c # 0, entonces, la sucesion { } converge en probabilidad
al.

Demostracion. Obsérvese

U, —c
c

h’mP[

n—o0

Un—l’>e}: h'mP[
c

n—oo

N

= lim P[|U, —c| > €|c|]] =

n—oo

{U"} Y 0
C

Teorema 7.10. Sea {U,} una sucesion de variables aleatorias que converge
en probabilidad a ¢ > 0, y P[U,, < 0] =0 para toda n, entonces, la sucesion

{VUy,} converge en probabilidad a \/c.

Por lo tanto,

Demostracion. Obsérvese

Pl|Uy —c| < ] = Pl|(v/Un — VO (V/Un + Ve)| < €]
:P[\<@‘@’<m}

_P[\(\/fn—xﬁ)]<ﬂ <1

Sea

De esta manera,

PlU, — ¢| < ¢ <PH (vVUn f(q} <
Por lo tanto,

1= lim P[|U, —¢| <€ < hm PH(\/UT%—\@))<6/} Snlirgolzl.

n—oo
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7.8. Teoremas de convergencia

Esto es,

lim P H(\/Un — ﬁ)‘ < e/} =1, para todo ¢ > 0.

n—o0

Por lo tanto,

(VU.} == Ve O

El siguiente teorema trata sobre la suma, producto y cociente de dos
sucesiones de variables aleatorias que convergen a una constante. Los resul-
tados son ttiles para la solucién de la convergencia de algunas sucesiones,
donde algunos ejemplos se presentaran mas adelante. Este teorema, también
es usado en inferencia estadistica, en el tema de estimacién puntual, para
verificar si un estimador puntual de un parametro es consistente.

Teorema 7.11. Sea {U,} una sucesion de variables aleatorias que converge
en probabilidad a ¢ y {V,} una sucesion de variables aleatorias que converge
en probabilidad a d, entonces, la sucesion

a) {Un + Vi,} converge en probabilidad a ¢+ d.

b) {U,V,} converge en probabilidad a cd.
c) {%} converge en probabilidad a 2, donde d # 0.

Se le sugiere al estudiante demostrar los resultados del anterior teorema.
Otro de los teoremas, que seran de gran utilidad en problemas de con-
vergencia de variables aleatorias, se presentard a continuacién:

Teorema 7.12. Sea {U,} una sucesion de variables aleatorias que converge
en distribucion a una variable aleatoria X y {V,} una sucesion de varia-

bles aleatorias que converge en probabilidad a 1, entonces, la sucesion {%}
n

converge en distribucion a la variable aleatoria X .

Se le sugiere al estudiante realizar la demostraciéon de este teorema.
A continuacion, se presentaran algunos ejemplos donde se aplicarén varios
de los resultados vistos durante este capitulo.

Ejemplo 7.12. Sea {Z,,} una sucesion de variables aleatorias tal que Z,, =
U, —np
np(l — p)

%, encontrar la distribucion limite de la sucesion {Z,}.

, donde U, se distribuye binomial con parametros ny p, y p =

Se sabe, por el teorema de limite central

{ Un —1p } 4, 7~ N(0,1).
np(l —p)
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Capitulo 7. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

Ademas, por la ley de los grandes ntmeros
{(——p vy {1-p}"1-p

Por el teorema 7.11, inciso b

{1 —p)} = p(1 - p).
p(1—=p)1 »
{Ml—m}__éL

{ M}melzl.

De esta manera, por el teorema 7.12

Por el teorema 7.9

Por el teorema 7.10

U, —np

np(l — p) :{ Un —np } Ly 7 N(0.1).
H(1—p) np(1l —p)

p(1—p)

Ejemplo 7.13. Sea {Z,,} una sucesion de variables aleatorias tal que Z,, =
\V'Y,, donde Y, es la n-ésima estadistica de orden de una muestra aleatoria de
tamano n de una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, ). Demostrar

que {Z,} = /6.
Primero se encontrara la funciéon de distribucion de Y5,

Fy, (y) = [Fx()]"

:[%}n, donde 0 < y < 6.

Ahora la funcién de distribucién de 7,

Fg,(2) = P[Zy, SZ]

PlV/Y,
Fy, (2"

| /\

\/

27 n
= % , donde 0 < z < V8.
Esto es,
F21n
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7.8. Teoremas de convergencia

Por lo tanto,

’, 2 22 !
lim Fy (z) = lim {[9] I(O,\/g)(z) +I[\/§,oo)(z)}

n—o00 n—0o0

El resultado de este limite es la funcién de distribucién de una variable
aleatoria degenerada en v/, entonces,

{Z,} -5 V0.

Aplicando el teorema 7.5,
{(Z.} 25 V6.

Ejemplo 7.14. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribu-
ciéon normal con pardmetros g y o2. Sea {U,} una sucesién de variables
aleatorias tal que U, = 52, v donde S? es la varianza muestral, esto es,
SQ _ Z?:l(Xl — X)2

] . Demostrar que {U,} <= o2.
n —_—

Se sabe que

Por lo tanto,

E[S?’=E [ng—Ql(n— 1)52]
S
:najl(n—l):JQ,

vis)=v [-Zim- 3]
ot 20*
= o= =

Se aplicara la desigualdad de Chebyshev para la varianza muestral 52

V2072

P
vn—1

152—02‘ <k

1
] Zl—ﬁ, para toda k > 0.
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Capitulo 7. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

En particular, se selecciona k de la siguiente manera:

n
V202

k= €, donde € > 0.

Por lo tanto,

204

P[|S? - % < ¢ zl—m.

Ademaés, toda probabilidad esta acotada por el 1,

204

Entonces,

tim {1- 27 < lim P[|S* - 0*| <¢] < lim 1
en-1)J — - ’

n—00 n — n—oo n—00

Los limites de las partes izquierda y derecha de la anterior desigualdad
son igual a 1, de esta manera, se puede concluir que

lim P HS2 —02‘ < e] =1.

n—oo

Por lo tanto,
{U,} = {52} L, 52

Cabe senalar, que fue posible aplicar la desigualdad de Chebyshev, ya
que E[S?] = o2. El siguiente ejemplo es muy parecido a este, pero el camino
para encontrar la solucién es diferente.

Ejemplo 7.15. Sea X1i,..., X, una muestra aleatoria de una distribucion
normal con parametros i y 0. Sea {U,,} una sucesion de variables aleatorias
tal que U, = S2, donde S? esta dada por S2 = w Demostrar que
(U} 25 o2

Obsérvese
52 9
Wn:na—gwx (n—1)
Por lo tanto,
2 Q2
91 o S
2
o
=~ (n—-1 2
“(n-1)#0



7.8. Teoremas de convergencia

En este caso, se va a obtener la funciéon generadora de momentos de S2
para luego obtener su limite. Esto es,

mgz(t) = E [esﬁt]

52 [ 52
= E en? (n)t]
(%)
= mWn —_—
n

Aplicando el resultado C.2 del apéndice C tenemos,

n 1
—2to?]" 2 —2to?] 2
Hmnwnglmlb+ U] P+ “}

n—oo n—o0

6—21502(—%) (1) _ 602t.

Esta es la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria
degenerada en o2,

Entonces,
{Ua} = {80} == o
Por el teorema 7.5, se concluye

(U} = {52} 25 o2

Ejemplo 7.16. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de una distribucion
normal con parametros p y o2, encontrar la distribucion limite de la sucesion

X, —
de variables aleatorias {Z,}, donde Z, = /n [ — a

S

media y desviacion estdndar muestrales respectivamente.

, X, y S son la

Se sabe, por el teorema de limite central,

m@:{wwxiﬁq}d\sz@n.

Por otro lado, por el ejemplo 7.14,

{52} 25 62,

475



Capitulo 7. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

2
{52}:41.
g

{S}Lﬁzl.

Por el teorema 7.9,

Por el teorema 7.10,

g

Por lo tanto, por el teorema 7.12,

) - ()} v

o

Obsérvese que la muestra aleatoria X7, ..., X, es obtenida de una distri-
bucién N (p,0?), lo que implica que Z, tiene una distribuciéon ¢ de student
con n — 1 grados de libertad. La interpretaciéon del anterior resultado es,
conforme el tamano de la muestra crece (los grados de libertad también), la
distribucion de Z,, (¢ de student) converge a una distribucion N (0, 1).

Cabe mencionar, que la variable aleatoria Z,, es utilizada en estadistica,
para construir intervalos de confianza y pruebas de hipotesis para un prome-
dio p, usandose la distribucién ¢ de student. Pero, si el tamafio de muestra es
«grande» (mayor a 30), es posible utilizar la distribucién normal estdndar.

Obsérvese la figura 4.23, donde se presentan varias graficas de la distribu-
cion t de student con diferentes grados de libertad y la funciéon de densidad
de una distribucién normal estdndar. Es notorio, cémo las graficas de la dis-
tribucion ¢ de student se van pareciendo méas a la gréafica de la distribucién
normal estandar, conforme los grados de libertad van aumentando. En gene-
ral, la distribucion t de student converge a la distribucién normal estandar,
cuando los grados de libertad crecen. La demostracion de este resultado no
es parte de este material.

Ejercicios del capitulo 7

1.- Sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria de una distribuciéon con funcién de
densidad f(z) = e_(“”_a)l[a,oo)(x). Sea Y7 = min{Xy,...,X,}. Demos-
trar que {Y1} 4 a.

2.- Considerando la misma muestra aleatoria del ejercicio anterior, sea Y;

la minima estadistica de orden, encontrar la distribucion limite de {Z,},
donde Z,, = n[Y1 — a.

3.- Sea X, la media muestral de una muestra aleatoria de tamafio n de una
distribucién normal con media p y varianza o2. Encontrar la distribucién
limite de {X,}.
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Ejercicios del capitulo 7

4.- Sean Y1,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra aleatoria de
tamano n de una distribucion U(0, 1). Demostrar que {Y1} converge en
distribucién a 0.

5.- Sea U, una variable aleatoria con media ¢ y varianza %7 donde, ¢ y d son
constantes que no dependen de n y d > 0. Demostrar que la sucesién
{Uy} converge en probabilidad a c.

6.- Sea {U,} una sucesion de nameros reales, tal que {U,} — ¢. Demostrar
p
que {U,} = c.

7.- Sea Y, la n—ésima estadistica de orden de una muestra aleatoria de tama-
no n de una distribucion con funcién de densidad f(x) = 6_(96_(1)[[&700) (z).
Encontrar la distribucion limite de {Z,,}, donde Z,, = n[l — F (Y},)].

8.- Sea Y, la n—ésima estadistica de orden de una muestra aleatoria de
tamano n de una distribucion continua con funcion de distribucion F' (x)
y funcién de densidad f (z) = F’ (z). Encontrar la distribucion limite de
{Z,}, donde Z, =n[l — F (Y,)].

9.- Sea Y la segunda estadistica de orden de una muestra aleatoria de ta-
mano n de una distribucion uniforme sobre el intervalo (0,1). Encontrar
la distribucion limite de {Z,}, donde Z,, = nY5.

10.- Sea Y, la segunda estadistica de orden de una muestra aleatoria de
tamano n de una distribucion continua con funcion de distribucion F' (x)
y funcion de densidad dada por f (z) = F’ (z). Encontrar la distribucion
limite de {Z, }, donde Z,, = nF(Y3).

11.- Sea Uy, una variable aleatoria degenerada en n. Demostrar que {U,} no
tiene distribucion limite.

12.- Sea Y7 la primera estadistica de orden de una muestra aleatoria de
tamano n de una distribucién geométrica con parametro p. Encontrar la
distribucion limite de {U,, } = {Y1}.

13.- Sea Y] la primera estadistica de orden de una muestra aleatoria de tama-
no n de una distribucion uniforme discreta sobre el conjunto {0, 1, ..., m}.
Encontrar la distribucion limite de {U,} = {¥1}.

14.- Sea Y7 la primera estadistica de orden de una muestra aleatoria de
tamano n de una distribucién discreta con recorrido z = 0,1,...,k. Sea
{Un} = {¥1}, demostrar que {U,} converge en probabilidad a 0.

15.- Sea Y, la tltima estadistica de orden de una muestra aleatoria de tama-
no n de una distribucion geométrica con parametro p. Sea {U,} = {Y,,}.
. Tiene distribucion limite {U,}? Justifique su respuesta.
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16.- Sea X1, Xs,..., X, una muestra aleatoria de tamano n de una distri-
n

bucién normal con media p y varianza o2. Sea Z, = Y. X;, demostrar
i=1
que {Z,} no tiene distribucion limite.

17.- Sea U,, una variable aleatoria con distribucién binomial con parametros
n y p. Demostrar que la sucesién {%} converge en probabilidad a p.

18.- Sea U,, una variable aleatoria con distribucién binomial con parametros
n y p. Demostrar que la sucesién {1 — %} converge en distribucién a
n

1—np.

19.- Sea X1,..., X, una muestra aleatoria obtenida de una distribucion con
media p , varianza o2 y funcion generadora de momentos mx (¢). Demos-
trar la ley débil de los grandes nimeros, usando el teorema 7.7.

20.- Resolver el ejercicio 12 usando el teorema 7.7.

X )2
21.- Sea S2 = S % donde Xji,...,X, es una muestra aleatoria

de tamafio n de una distribuciéon normal con media p y varianza o?.

2

Demostrar que la sucesiéon {%} converge en distribucion a o?.

22.- Sea Y, la ultima estadistica de orden de una muestra aleatoria de tama-
fio n de una distribuciéon uniforme sobre el intervalo (0, y/a). Demostrar

que {U,} = {Y,,} converge en distribucion /a.

23.- Sea Y] la primera estadistica de orden de una muestra aleatoria de tama-
fio n de una distribuciéon uniforme sobre el intervalo (0, y/a). Demostrar
que {U,} = {Y1} converge en distribucioén a 0.

24.- Sea X, una variable aleatoria con distribuciéon Erlang con parametros

ny Ay U, = 22 Encontrar la distribucion limite de {U,,}.

n

25.- Sea X, una variable aleatoria con distribucion ji cuadrada con n grados
de libertad. Encontrar la distribucion limite de {U,}, donde U,, = 3.

26.- Sea X, una variable aleatoria con distribucion ji cuadrada con n grados
de libertad. Encontrar la distribucion limite de {U,}, donde U,, = =,

n

27.- Sea X una variable aleatoria con distribucién ji cuadrada con 50 grados
de libertad. Aproximar la probabilidad P (40 < X < 60).

28.- Para un bono, se sabe que el retorno de inversiéon en un dia seré positivo
con una probabilidad de 0.9. Se seleccionan 50 dias al azar. Encontrar

a) La probabilidad de que al menos 47 dias tengan retornos positivos.
b) La probabilidad aproximada calculada en a) usando la distribucion
Poisson.
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29.- Sea X, una variable aleatoria con distribuciéon Poisson con parametro
A=nyU,= % Demostrar que la sucesion {U, } converge en distri-
bucién a una distribucién normal estandar.

30.- Sea X1, Xo,...X, una muestra aleatoria de tamafio n de una distribu-

cion Poisson con parametro A. Sea U, = /n (X:Lf;/\), donde X, es la

media muestral. Demostrar, sin usar el teorema de limite central, que la
sucesion {U,} converge en distribucion a una variable aleatoria Z la cual
tiene distribucién normal estdndar.

31.- Sea X1, Xo,...X, una muestra aleatoria de tamano n de una distribu-
cion exponencial con parametro A = 1/3. Sea U, = /n (X”_B>, donde

B
X, es la media muestral. Demostrar sin usar el teorema de limite central,

que la sucesion {U, } converge en distribuciéon a una variable aleatoria Z
la cual tiene distribucion normal estandar.

32.- Sean Y7,Y5,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra aleatoria
de tamafno n obtenida de una distribucion con funciéon de densidad dada
por fx(z) = e_(m_“)f[am) (). Sea U, = Y,, —In(n). ;La funcion de dis-
tribucién de U,, converge cuando n tiende a infinito?, en caso afirmativo,
ja qué funcién de distribucién converge?

33.- Sean Y7,Ys,...,Y, las estadisticas de orden de una muestra aleatoria
de tamafno n obtenida de una distribucién beta con pardmetros a = m
y b= 1. Sea U,, = n'/™Y]. Demostrar que la sucesion {U, } converge en
distribucién a una variable aleatoria con distribucién de Weibull.

34.- Sea X1, Xs,..., X100 una muestra aleatoria de tamafno n = 100 de una
distribucion continua. Aproximar las siguientes probabilidades:

a) P[59.5 < X < 60.5], si la distribucion es ji cuadrada con 60 grados
de libertad.
b) P[11 < X < 13|, si la distribucién es gamma con parametros r = 3

yA=1/4.
¢) P[0.45 < X < 0.55], si la distribucion es beta con pardmetros a = 2
yb=2.

35.- Sea Y la suma de los elementos de una muestra aleatoria de tama-
no 15 de una distribucion UD{1,2,...,10}. Calcular aproximadamente
P (80 <Y <90).

36.- Supongamos que X1, Xo,..., X192 es una muestra aleatoria de 12 recla-
mos a un compaiia de seguros por determinado seguro. Se sabe que X;
se distribuye U(0,1), i = 1,...,12. Sea Y el total de los 12 reclamos,
calcular aproximadamente P[5 <Y < §].
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37.- Sea Y una variable aleatoria con distribuciéon binomial con parametros
n y p. Calcular aproximadamente

a) P(0.25 < p), donde p = Y/n, para una n =200y p = 1/5.

b) P(Y =55), paraunan =100y p=1/2.

¢) El valor més pequeno de n para el cual se cumple P (p > 0.5) > 0.90,
considerando p = 0.55.

38.- Sea X la pérdida por la ocurrencia de determinado siniestro. La fun-
cion de densidad de X esta dada por fx (z) = m%l(l,oo) (x). Considérese
una muestra aleatoria 100 pérdidas por la ocurrencia de este siniestro.
Calcular la probabilidad aproximada de que més de 80 siniestros sean
menores a 3.

39.- Uno de los procedimientos para evaluar la calidad de un producto es
medir su didmetro en cm. En cada turno se seleccionan aleatoriamente
25 piezas y se mide su didmetro. El error de medicién es una variable
aleatoria con distribucion uniforme sobre el intervalo (—0.1,0.1). Calcular
la probabilidad de que la suma de las 25 mediciones se aleje de cero,
menos de 1 cm.

40.- El tiempo en segundos para que un trabajador termine un tarea espe-
cifica tiene un promedio y una desviaciéon estandar de 45 y 5 segundos,
respectivamente. Se registra la duracién en segundos de 81 tiempos selec-
cionados al azar. Calcular la probabilidad de que el promedio muestral
de los tiempos

a) Sea mayor a 46 segundos.
b) Se desvie de la verdadera media a lo mas 1 segundo.

41.- Se sabe que las estaturas de hombres en cierta poblacion tienen una
desviacion estandar de 10 cm. Se obtiene una muestra aleatoria de 64
hombres de esta poblacion.

a) Calcular la probabilidad de que la media muestral se desvie de la
verdadera media a lo mas 2 cm.

b) Si se desea que la media muestral se desvie de la verdadera media
a lo mas 1 cm con una probabilidad del 0.95, encontrar el tamano
de muestra que cumple esta condicion.

42.- Sea Y una variable aleatoria con distribucion binomial con pardmetros
nymp.
a) Demostrar que la varianza de % alcanza su valor méximo en p = 0.5
para una n fija.
b) Se seleccionan al azar una muestra aleatoria de n elementos de una
distribucién Bernoulli con parametro p, se define a Y como el ni-
mero de éxitos en la muestra, ;qué valor de n garantiza que la
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proporciéon muestral p = % se desvie de la proporcién real p a lo
més 0.1 con una probabilidad de 0.957

43.- Se sabe que la cantidad promedio de pérdidas por un siniestro, cuando
este ocurre, es de 240 con una desviacién estandar de 36. Se obtiene
una muestra aleatoria de 49 siniestros, calcular la probabilidad de que la
media muestral se encuentre entre 238 y 239.

44.- Se ha observado que los asegurados muestran insatisfaccién hacia la
compania de seguros, cuando en un accidente automovilistico ellos espe-
ran al ajustador, en el lugar de los hechos por méas de 20 minutos. Se sabe
que el tiempo de espera de un asegurado para que llegue el ajustador,
desde que reporta el siniestro, es una variable aleatoria con distribucién
gamma con parametros r = 2 y A = 0.1. Se seleccionan al azar 30 si-
niestros automovilisticos, calcular la probabilidad aproximada de que al
menos 5 asegurados esperen al ajustador méas de 20 minutos.

45.- A una conferencia invitaron a 120 personas. Se sabe que una persona
no llegara a la conferencia con una probabilidad del 10%, ademas la
asistencia o no de una persona es independiente de cualquier otra persona.
El cupo del auditorio es de 100 lugares. ;Cual es la probabilidad de que
todas las personas que lleguen a la conferencia tengan su lugar seguro?

46.- Se sabe que, para una accién financiera, 1 de cada 100 dias tiene un
retorno de rendimiento diario negativo. De 250 dias seleccionados al azar,
calcular la probabilidad aproximada de tener

a) Mas de cuatro dias con retorno de inversion negativo
b) Menos de 2 dias con retorno negativo.

47.- Se sabe que el 25 % de los habitantes en una ciudad estan en desacuer-
do con el gobierno actual de esa poblacién. Se seleccionan al azar 81
ciudadanos. Calcular aproximadamente

a) La probabilidad de que la proporcion muestral de ciudadanos que
estan en desacuerdo difiera de la proporcién verdadera a los méas
0.05.

b) El tamafio de muestra n para que la proporcion muestral de los
ciudadanos que estan en desacuerdo se desvie de la proporcién ver-
dadera a lo méas 0.03, con una probabilidad del 0.98.

48.- Sea X1, Xo, ..., X,, una muestra aleatoria de tamano n de una distribu-
\/E(QXn—r)
v2Xn
que {Up} converge en distribucién a una variable aleatoria Z con distri-

bucién normal estandar.

cién gamma con parametros 7 y A = 2. Sea U,, = . Demostrar
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49.- Sea X1, Xs,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién normal
con parametros p y o2 y sea U, definida como U,, = X";“ , donde X,
Sn
n—D

X;—Xn)? : : :
y 82 = > % son la media y la varianza muestrales respectiva-
mente. Demostrar que {U,} converge en distribucion a una variable Z
con distribuciéon normal estandar.

50.- Sean X1, Xo,..., X,y Y1,Ys,....,Y,, dos muestras aleatorias de tamano
n, independientes entre si, obtenidas de distribuciones con medias p; y

L2, Tespectivamente, y con varianza comin o2. Encontrar la distribuciéon
(anyn)f(,u«lf,uﬂ)

oy/2
n

muestra y Y, la media muestral de la segunda muestra.

limite de , donde X, es la media muestral de la primera

51.- Un actuario muestra, en cierta regién, que el reclamo promedio indivi-
dual de las mujeres, en un seguro de auto, es de 45,600 con una varianza
de 98,800. Por otro lado, que el reclamo promedio individual de los hom-
bres es 47,000 con una varianza igual a la varianza de los reclamos de
las mujeres. De cada grupo de mujeres y hombres, se seleccionan al azar,
en forma independiente, 49 reclamos. Calcular la probabilidad de que
el promedio anual de reclamaciones de los hombres supere al promedio
anual de reclamaciones de las mujeres al menos 1,500.
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Apéndice A

Tablas

Tabla 1. Normal estandar: funcién de distribucion

¢(z) = P|Z < 2]

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0

0.5000

0.5040

0.5080

0.5120

0.5160

0.5199

0.5239

0.5279

0.5319

0.5359

0.1

0.5398

0.5438

0.5478

0.5517

0.5557

0.5596

0.5636

0.5675

0.5714

0.5753

0.2

0.5793

0.5832

0.5871

0.5910

0.5948

0.5987

0.6026

0.6064

0.6103

0.6141

0.3

0.6179

0.6217

0.6255

0.6293

0.6331

0.6368

0.6406

0.6443

0.6480

0.6517

0.4

0.6554

0.6591

0.6628

0.6664

0.6700

0.6736

0.6772

0.6808

0.6844

0.6879

0.5

0.6915

0.6950

0.6985

0.7019

0.7054

0.7088

0.7123

0.7157

0.7190

0.7224

0.6

0.7257

0.7291

0.7324

0.7357

0.7389

0.7422

0.7454

0.7486

0.7517

0.7549

0.7

0.7580

0.7611

0.7642

0.7673

0.7704

0.7734

0.7764

0.7794

0.7823

0.7852

0.8

0.7881

0.7910

0.7939

0.7967

0.7995

0.8023

0.8051

0.8078

0.8106

0.8133

0.9

0.8159

0.8186

0.8212

0.8238

0.8264

0.8289

0.8315

0.8340

0.8365

0.8389

1.0

0.8413

0.8438

0.8461

0.8485

0.8508

0.8531

0.8554

0.8577

0.8599

0.8621

1.1

0.8643

0.8665

0.8686

0.8708

0.8729

0.8749

0.8770

0.8790

0.8810

0.8830

1.2

0.8849

0.8869

0.8888

0.8907

0.8925

0.8944

0.8962

0.8980

0.8997

0.9015

1.3

0.9032

0.9049

0.9066

0.9082

0.9099

0.9115

0.9131

0.9147

0.9162

0.9177

1.4

0.9192

0.9207

0.9222

0.9236

0.9251

0.9265

0.9279

0.9292

0.9306

0.9319

1.5

0.9332

0.9345

0.9357

0.9370

0.9382

0.9394

0.9406

0.9418

0.9429

0.9441

1.6

0.9452

0.9463

0.9474

0.9484

0.9495

0.9505

0.9515

0.9525

0.9535

0.9545

1.7

0.9554

0.9564

0.9573

0.9582

0.9591

0.9599

0.9608

0.9616

0.9625

0.9633

1.8

0.9641

0.9649

0.9656

0.9664

0.9671

0.9678

0.9686

0.9693

0.9699

0.9706

1.9

0.9713

0.9719

0.9726

0.9732

0.9738

0.9744

0.9750

0.9756

0.9761

0.9767

2.0

0.9772

0.9778

0.9783

0.9788

0.9793

0.9798

0.9803

0.9808

0.9812

0.9817

2.1

0.9821

0.9826

0.9830

0.9834

0.9838

0.9842

0.9846

0.9850

0.9854

0.9857

2.2

0.9861

0.9864

0.9868

0.9871

0.9875

0.9878

0.9881

0.9884

0.9887

0.9890

2.3

0.9893

0.9896

0.9898

0.9901

0.9904

0.9906

0.9909

0.9911

0.9913

0.9916

2.4

0.9918

0.9920

0.9922

0.9925

0.9927

0.9929

0.9931

0.9932

0.9934

0.9936

2.5

0.9938

0.9940

0.9941

0.9943

0.9945

0.9946

0.9948

0.9949

0.9951

0.9952

2.6

0.9953

0.9955

0.9956

0.9957

0.9959

0.9960

0.9961

0.9962

0.9963

0.9964

2.7

0.9965

0.9966

0.9967

0.9968

0.9969

0.9970

0.9971

0.9972

0.9973

0.9974

2.8

0.9974

0.9975

0.9976

0.9977

0.9977

0.9978

0.9979

0.9979

0.9980

0.9981

2.9

0.9981

0.9982

0.9982

0.9983

0.9984

0.9984

0.9985

0.9985

0.9986

0.9986

3.0

0.9987

0.9987

0.9987

0.9988

0.9988

0.9989

0.9989

0.9989

0.9990

0.9990

3.1

0.9990

0.9991

0.9991

0.9991

0.9992

0.9992

0.9992

0.9992

0.9993

0.9993

3.2

0.9993

0.9993

0.9994

0.9994

0.9994

0.9994

0.9994

0.9995

0.9995

0.9995

3.3

0.9995

0.9995

0.9995

0.9996

0.9996

0.9996

0.9996

0.9996

0.9996

0.9997

3.4

0.9997

0.9997

0.9997

0.9997

0.9997

0.9997

0.9997

0.9997

0.9997

0.9998

Valores mas usados:

Z

1.282

1.645

1.96

2.326

3.09

3.291

3.891

4.417

o(2)

0.90

0.95

0.975

0.99

995 | 0.999

0.9995

0.99995

0.99999

2[1 — ¢(2)]

0.20

0.10

0.0.05

0.0.02

).01 | 0.002

0.001

0.0001

0.00001




Apéndice A. Tablas

Tabla 2. T Student

(1 — «v)-ésimo cuantiles

@ 0.1 | 0.05 | 0.025 | 0.01 | 0.005 | «
g.l. g.l
1 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | 1
2 | 1.886 | 2.920 | 4.303 | 6.965 | 9.925 2
3 | 1.638 | 2.353 | 3.182 | 4.541 | 5.841 3
4 | 1.533 | 2.132 | 2.776 | 3.747 | 4.604 4
5 | 1476 | 2.015 | 2.571 | 3.365 | 4.032 5
6 | 1.440 | 1.943 | 2.447 | 3.143 | 3.707 6
7 | 1.415 | 1.895 | 2.365 | 2.998 | 3.499 7
8 | 1.397 | 1.860 | 2.306 | 2.896 | 3.355 8
9 | 1.383 | 1.833 | 2.262 | 2.821 | 3.250 9
10 | 1.372 | 1.812 | 2.228 | 2.764 | 3.169 | 10
11 | 1.363 | 1.796 | 2.201 | 2.718 | 3.106 | 11
12 | 1.356 | 1.782 | 2.179 | 2.681 | 3.055 | 12
13 | 1.350 | 1.771 | 2.160 | 2.650 | 3.012 | 13
14 | 1.345 | 1.761 | 2.145 | 2.624 | 2.977 | 14
15 | 1.341 | 1.753 | 2.131 | 2.602 | 2.947 | 15
16 | 1.337 | 1.746 | 2.120 | 2.583 | 2.921 | 16
17 | 1.333 | 1.740 | 2.110 | 2.567 | 2.898 | 17
18 | 1.330 | 1.734 | 2.101 | 2.552 | 2.878 | 18
19 | 1.328 | 1.729 | 2.093 | 2.539 | 2.861 | 19
20 | 1.325 | 1.725 | 2.086 | 2.528 | 2.845 | 20
21 | 1.323 | 1.721 | 2.080 | 2.518 | 2.831 | 21
22 | 1.321 | 1.717 | 2.074 | 2.508 | 2.819 | 22
23 | 1.319 | 1.714 | 2.069 | 2.500 | 2.807 | 23
24 | 1.318 | 1.711 | 2.064 | 2.492 | 2.797 | 24
25 | 1.316 | 1.708 | 2.060 | 2.485 | 2.787 | 25
26 | 1.315 | 1.706 | 2.056 | 2.479 | 2.779 | 26
27 | 1.314 | 1.703 | 2.052 | 2.473 | 2.771 | 27
28 | 1.313 | 1.701 | 2.048 | 2.467 | 2.763 | 28
29 | 1.311 | 1.699 | 2.045 | 2.462 | 2.756 | 29
30 | 1.310 | 1.697 | 2.042 | 2.457 | 2.750 | 30
31 | 1.309 | 1.696 | 2.040 | 2.453 | 2.744 | 31
32 | 1.309 | 1.694 | 2.037 | 2.449 | 2.738 | 32
33 | 1.308 | 1.692 | 2.035 | 2.445 | 2.733 | 33
34 | 1.307 | 1.691 | 2.032 | 2.441 | 2.728 | 34
35 | 1.306 | 1.690 | 2.030 | 2.438 | 2.724 | 35
36 | 1.306 | 1.688 | 2.028 | 2.434 | 2.719 | 36
37 | 1.305 | 1.687 | 2.026 | 2.431 | 2.715 | 37
38 | 1.304 | 1.686 | 2.024 | 2.429 | 2.712 | 38
39 | 1.304 | 1.685 | 2.023 | 2.426 | 2.708 | 39
40 | 1.303 | 1.684 | 2.021 | 2.423 | 2.704 | 40
g.l g.l
@ 0.1 | 0.05 | 0.025 | 0.01 | 0.005 | «
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Tabla 3. Ji cuadrada. Cola izquierda

(1 — a)-ésimo cuantiles

« 0.995 0.99 0.975 0.95 0.9 «
g.l g.l
1 0.0000 | 0.0002 0.0010 0.0039 | 0.0158 1
2 0.0100 | 0.0201 0.0506 0.1026 | 0.2107 2
3 0.0717 | 0.1148 0.2158 0.3518 | 0.5844 3
4 0.2070 | 0.2971 0.4844 0.7107 1.0636 4
5 0.4117 | 0.5543 0.8312 1.1455 1.6103 5
6 0.6757 | 0.8721 1.2373 1.6354 | 2.2041 6
7 0.9893 1.2390 1.6899 2.1673 | 2.8331 7
8 1.3444 1.6465 2.1797 2.7326 | 3.4895 8
9 1.7349 | 2.0879 2.7004 3.3251 | 4.1682 9
10 | 2.1559 | 2.5582 3.2470 3.9403 | 4.8652 | 10
11 | 2.6032 | 3.0535 3.8157 4.5748 | 5.5778 | 11
12 | 3.0738 | 3.5706 4.4038 5.2260 | 6.3038 | 12
13 | 3.5650 | 4.1069 5.0088 5.8919 | 7.0415 | 13
14 | 4.0747 | 4.6604 5.6287 6.5706 | 7.7895 | 14
15 | 4.6009 | 5.2293 6.2621 7.2609 | 8.5468 | 15
16 | 5.1422 | 5.8122 6.9077 7.9616 | 9.3122 | 16
17 | 5.6972 | 6.4078 7.5642 8.6718 | 10.0852 | 17
18 | 6.2648 | 7.0149 8.2307 9.3905 | 10.8649 | 18
19 | 6.8440 | 7.6327 8.9065 | 10.1170 | 11.6509 | 19
20 | 7.4338 | 8.2604 9.5908 | 10.8508 | 12.4426 | 20
21 | 8.0337 | 8.8972 | 10.2829 | 11.5913 | 13.2396 | 21
22 | 8.6427 | 9.5425 | 10.9823 | 12.3380 | 14.0415 | 22
23 | 9.2604 | 10.1957 | 11.6886 | 13.0905 | 14.8480 | 23
24 | 9.8862 | 10.8564 | 12.4012 | 13.8484 | 15.6587 | 24
25 | 10.5197 | 11.5240 | 13.1197 | 14.6114 | 16.4734 | 25
26 | 11.1602 | 12.1981 | 13.8439 | 15.3792 | 17.2919 | 26
27 | 11.8076 | 12.8785 | 14.5734 | 16.1514 | 18.1139 | 27
28 | 12.4613 | 13.5647 | 15.3079 | 16.9279 | 18.9392 | 28
29 | 13.1211 | 14.2565 | 16.0471 | 17.7084 | 19.7677 | 29
30 | 13.7867 | 14.9535 | 16.7908 | 18.4927 | 20.5992 | 30
31 | 14.4578 | 15.6555 | 17.5387 | 19.2806 | 21.4336 | 31
32 | 15.1340 | 16.3622 | 18.2908 | 20.0719 | 22.2706 | 32
33 | 15.8153 | 17.0735 | 19.0467 | 20.8665 | 23.1102 | 33
34 | 16.5013 | 17.7891 | 19.8063 | 21.6643 | 23.9523 | 34
35 | 17.1918 | 18.5089 | 20.5694 | 22.4650 | 24.7967 | 35
36 | 17.8867 | 19.2327 | 21.3359 | 23.2686 | 25.6433 | 36
37 | 18.5858 | 19.9602 | 22.1056 | 24.0749 | 26.4921 | 37
38 | 19.2889 | 20.6914 | 22.8785 | 24.8839 | 27.3430 | 38
39 | 19.9959 | 21.4262 | 23.6543 | 25.6954 | 28.1958 | 39
40 | 20.7065 | 22.1643 | 24.4330 | 26.5093 | 29.0505 | 40
41 | 21.4208 | 22.9056 | 25.2145 | 27.3256 | 29.9071 | 41
42 | 22.1385 | 23.6501 | 25.9987 | 28.1440 | 30.7654 | 42
g.l g.l
« 0.995 0.99 0.0.975 0.95 0.9 «
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Apéndice A. Tablas

Tabla 4. Ji cuadrada. Cola derecha

(1 — a)-ésimo cuantiles

« 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 «
g.l g.l
1 2.7055 | 3.8415 | 5.0239 | 6.6349 | 7.8794 1
2 4.6052 | 5.9915 | 7.3778 | 9.2103 | 10.5966 | 2
3 6.2514 | 7.8147 | 9.3484 | 11.3449 | 12.8382 | 3
4 7.7794 | 9.4877 | 11.1433 | 13.2767 | 14.8603 | 4
5 9.2364 | 11.0705 | 12.8325 | 15.0863 | 16.7496 | 5
6 | 10.6446 | 12.5916 | 14.4494 | 16.8119 | 18.5476 | 6
7 | 12.0170 | 14.0671 | 16.0128 | 18.4753 | 20.2777 | 7
8 | 13.3616 | 15.5073 | 17.5345 | 20.0902 | 21.9550 | 8
9 | 14.6837 | 16.9190 | 19.0228 | 21.6660 | 23.5894 | 9
10 | 15.9872 | 18.3070 | 20.4832 | 23.2093 | 25.1882 | 10
11 | 17.2750 | 19.6751 | 21.9200 | 24.7250 | 26.7568 | 11
12 | 18.5493 | 21.0261 | 23.3367 | 26.2170 | 28.2995 | 12
13 | 19.8119 | 22.3620 | 24.7356 | 27.6882 | 29.8195 | 13
14 | 21.0641 | 23.6848 | 26.1189 | 29.1412 | 31.3193 | 14
15 | 22.3071 | 24.9958 | 27.4884 | 30.5779 | 32.8013 | 15
16 | 23.5418 | 26.2962 | 28.8454 | 31.9999 | 34.2672 | 16
17 | 24.7690 | 27.5871 | 30.1910 | 33.4087 | 35.7185 | 17
18 | 25.9894 | 28.8693 | 31.5264 | 34.8053 | 37.1565 | 18
19 | 27.2036 | 30.1435 | 32.8523 | 36.1909 | 38.5823 | 19
20 | 28.4120 | 31.4104 | 34.1696 | 37.5662 | 39.9968 | 20
21 | 29.6151 | 32.6706 | 35.4789 | 38.9322 | 41.4011 | 21
22 | 30.8133 | 33.9244 | 36.7807 | 40.2894 | 42.7957 | 22
23 | 32.0069 | 35.1725 | 38.0756 | 41.6384 | 44.1813 | 23
24 | 33.1962 | 36.4150 | 39.3641 | 42.9798 | 45.5585 | 24
25 | 34.3816 | 37.6525 | 40.6465 | 44.3141 | 46.9279 | 25
26 | 35.5632 | 38.8851 | 41.9232 | 45.6417 | 48.2899 | 26
27 | 36.7412 | 40.1133 | 43.1945 | 46.9629 | 49.6449 | 27
28 | 37.9159 | 41.3371 | 44.4608 | 48.2782 | 50.9934 | 28
29 | 39.0875 | 42.5570 | 45.7223 | 49.5879 | 52.3356 | 29
30 | 40.2560 | 43.7730 | 46.9792 | 50.8922 | 53.6720 | 30
31 | 41.4217 | 44.9853 | 48.2319 | 52.1914 | 55.0027 | 31
32 | 42.5847 | 46.1943 | 49.4804 | 53.4858 | 56.3281 | 32
33 | 43.7452 | 47.3999 | 50.7251 | 54.7755 | 57.6484 | 33
34 | 44.9032 | 48.6024 | 51.9660 | 56.0609 | 58.9639 | 34
35 | 46.0588 | 49.8018 | 53.2033 | 57.3421 | 60.2748 | 35
36 | 47.2122 | 50.9985 | 54.4373 | 58.6192 | 61.5812 | 36
37 | 48.3634 | 52.1923 | 55.6680 | 59.8925 | 62.8833 | 37
38 | 49.5126 | 53.3835 | 56.8955 | 61.1621 | 64.1814 | 38
39 | 50.6598 | 54.5722 | 58.1201 | 62.4281 | 65.4756 | 39
40 | 51.8051 | 55.7585 | 59.3417 | 63.6907 | 66.7660 | 40
41 | 52.9485 | 56.9424 | 60.5606 | 64.9501 | 68.0527 | 41
42 | 54.0902 | 58.1240 | 61.7768 | 66.2062 | 69.3360 | 42
g.l g.l.
«@ 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 «@
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Tabla 5. Distribucién F.
0.9-ésimo cuantiles

v1 = Grados de libertad del numerador
vy = Grados de libertad del denominador

v1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vg

1 39.864 | 49.500 | 53.593 | 55.833 | 57.240 | 58.204 | 58.906 | 59.439 | 59.857 | 60.195
2 8.526 | 9.000 | 9.162 | 9.243 | 9.293 | 9.326 | 9.349 | 9.367 | 9.381 | 9.392
3 5.538 | 5.462 | 5.391 | 5.343 | 5.309 | 5.285 | 5.266 | 5.252 | 5.240 | 5.230
4 4.545 | 4.325 | 4.191 | 4.107 | 4.051 | 4.010 | 3.979 | 3.955 | 3.936 | 3.920
5 4.060 | 3.780 | 3.619 | 3.520 | 3.453 | 3.405 | 3.368 | 3.339 | 3.316 | 3.297
6 3.776 | 3.463 | 3.289 | 3.181 | 3.108 | 3.055 | 3.014 | 2.983 | 2.958 | 2.937
7 3.589 | 3.257 | 3.074 | 2.961 | 2.883 | 2.827 | 2.785 | 2.752 | 2.725 | 2.703
8 3.458 | 3.113 | 2.924 | 2.806 | 2.726 | 2.668 | 2.624 | 2.589 | 2.561 | 2.538
9 3.360 | 3.006 | 2.813 | 2.693 | 2.611 | 2.551 | 2.505 | 2.469 | 2.440 | 2.416
10 3.285 | 2.924 | 2.728 | 2.605 | 2.522 | 2.461 | 2.414 | 2.377 | 2.347 | 2.323
11 3.225 | 2.860 | 2.660 | 2.536 | 2.451 | 2.389 | 2.342 | 2.304 | 2.274 | 2.248
12 3.177 | 2.807 | 2.606 | 2.480 | 2.394 | 2.331 | 2.283 | 2.245 | 2.214 | 2.188
13 3.136 | 2.763 | 2.560 | 2.434 | 2.347 | 2.283 | 2.234 | 2.195 | 2.164 | 2.138
14 3.102 | 2.726 | 2.522 | 2.395 | 2.307 | 2.243 | 2.193 | 2.154 | 2.122 | 2.095
15 3.073 | 2.695 | 2.490 | 2.361 | 2.273 | 2.208 | 2.158 | 2.119 | 2.086 | 2.059
16 3.048 | 2.668 | 2.462 | 2.333 | 2.244 | 2.178 | 2.128 | 2.088 | 2.055 | 2.028
17 3.026 | 2.645 | 2.437 | 2.308 | 2.218 | 2.152 | 2.102 | 2.061 | 2.028 | 2.001
18 3.007 | 2.624 | 2416 | 2.286 | 2.196 | 2.130 | 2.079 | 2.038 | 2.005 | 1.977
19 2.990 | 2.606 | 2.397 | 2.266 | 2.176 | 2.109 | 2.058 | 2.017 | 1.984 | 1.956
20 2.975 | 2.589 | 2.380 | 2.249 | 2.158 | 2.091 | 2.040 | 1.999 | 1.965 | 1.937

0.95-ésimo cuantiles

4]

1‘2‘3‘4“6‘7‘8‘9‘1(]

161.446 | 199.499 | 215.707 | 224.583 | 230.160 | 233.988 | 236.767 | 238.884 | 240.543 | 241.882

1

2 18.513 | 19.000 | 19.164 | 19.247 | 19.296 | 19.329 | 19.353 | 19.371 | 19.385 | 19.396
3 10.128 9.552 9.277 9.117 9.013 8.941 8.887 8.845 8.812 8.785
4

7.709 6.944 6.591 6.388 6.256 6.163 6.094 6.041 5.999 5.964

6.608 5.786 5.409 5.192 5.050 4.950 4.876 4.818 4.772 4.735

5.987 5.143 4.757 4.534 4.387 4.284 4.207 4.147 4.099 4.060

5.318 4.459 4.066 3.838 3.688 3.581 3.500 3.438 3.388 3.347

5
6
7 5.591 4.737 4.347 4.120 3.972 3.866 3.787 3.726 3.677 3.637
8
9

5.117 4.256 3.863 3.633 3.482 3.374 3.293 3.230 3.179 3.137

10 4.965 4.103 3.708 3.478 3.326 3.217 3.135 3.072 3.020 2.978

11 4.844 3.982 3.587 3.357 3.204 3.095 3.012 2.948 2.896 2.854
12 4.747 3.885 3.490 3.259 3.106 2.996 2.913 2.849 2.796 2.753
13 4.667 3.806 3.411 3.179 3.025 2.915 2.832 2.767 2.714 2.671
14 4.600 3.739 3.344 3.112 2.958 2.848 2.764 2.699 2.646 2.602
15 4.543 3.682 3.287 3.056 2.901 2.790 2.707 2.641 2.588 2.544
16 4.494 3.634 3.239 3.007 2.852 2.741 2.657 2.591 2.538 2.494
17 4.451 3.592 3.197 2.965 2.810 2.699 2.614 2.548 2.494 2.450
18 4.414 3.555 3.160 2.928 2.773 2.661 2.577 2.510 2.456 2.412
19 4.381 3.522 3.127 2.895 2.740 2.628 2.544 2.477 2.423 2.378
20 4.351 3.493 3.098 2.866 2.711 2.599 2.514 2.447 2.393 2.348
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Tabla 5. Distribucion F. Continuaciéon
0.975-ésimo cuantiles

v1 = Grados de libertad del numerador
v9 = Grados de libertad del denominador

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B RN
1 647.793 | 799.482 | 864.151 | 899.599 | 921.835 | 937.114 | 948.203 | 956.643 | 963.279 | 968.634
2 38.506 39.000 39.166 39.248 39.298 39.331 39.356 39.373 39.387 39.398
3 17.443 16.044 15.439 15.101 14.885 14.735 14.624 14.540 14.473 14.419
1 12.218 | 10.649 | 9.979 | 9.604 | 9.364 | 9.197 | 9.074 | 8.0%0 | 8.905 | S.844
5 10.007 | 8434 | 7.764 | 7.388 | 7.146 | 6.978 | 6.853 | 6.757 | 6.681 | 6.619
6 8813 | 7.260 | 6.599 | 6.227 | 5.988 | 5.820 | 5.695 | 5600 | 5.523 | 5461
7 8073 | 6542 | 5890 | 5523 | 5.285 | 5119 | 4.995 | 4899 | 4.823 | 4.761
8 7571 | 6.059 | 5416 | 5053 | 4.817 | 4.652 | 4529 | 4.433 | 4357 | 4.205
9 7.209 5.715 5.078 4.718 4.484 4.320 4.197 4.102 4.026 3.964
10 6.937 | 5456 | 4.826 | 4.468 | 4.236 | 4.072 | 3.050 | 3.855 | 3.779 | 3417
11 6.724 | 5.256 | 4.630 | 4.275 | 4.044 | 3.831 | 3.759 | 3.664 | 3.588 | 3.526
12 6554 | 5.096 | 4.474 | 4.121 | 3.801 | 3.728 | 3.607 | 3.512 | 3.436 | 3374
13 6.414 | 4.965 | 4.347 | 3.996 | 3.767 | 3.604 | 3.483 | 3.388 | 3312 | 3.250
14 6298 | 4857 | 4242 | 3.892 | 3.663 | 3.501 | 3.380 | 3.285 | 3.209 | 3.147
15 6200 | 4765 | 4153 | 3.804 | 3576 | 3415 | 3.293 | 3.199 | 3.123 | 3.060
16 6.115 | 4.687 | 4077 | 3.720 | 3502 | 3.341 | 3.219 | 3.125 | 3.040 | 2.986
17 6.042 4.619 4.011 3.665 3.438 3.277 3.156 3.061 2.985 2.922
18 5978 | 4560 | 3.954 | 3.608 | 3.382 | 3.221 | 3.100 | 3.005 | 2.929 | 2.866
19 5.922 | 4508 | 3.903 | 3.550 | 3.333 | 3.72 | 3.051 | 2.956 | 2.8%0 | 2.817
20 5871 | 4461 | 3859 | 3515 | 3.280 | 3.28 | 3.007 | 2.913 | 2.837 | 2.774

0.99-ésimo cuantiles

vy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

AR
1 4052.185 | 4999.340 | 5403.534 | 5624.257 | 5763.955 | 5858.950 | 5928.334 | 5980.954 | 6022.397 | 6055.925
2 98.502 99.000 99.164 99.251 99.302 99.331 99.357 99.375 99.390 99.397
3 34.116 30.816 29.457 28.710 28.237 27.911 27.671 27.489 27.345 27.228
4 21.198 18.000 16.694 15.977 15.522 15.207 14.976 14.799 14.659 14.546
5 16.258 13.274 12.060 11.392 10.967 10.672 10.456 10.289 10.158 10.051
6 13.745 10.925 9.780 9.148 8.746 8.466 8.260 8.102 7.976 7.874
7 12.246 9.547 8.451 7.847 7.460 7.191 6.993 6.840 6.719 6.620
8 11.259 8.649 7.591 7.006 6.632 6.371 6.178 6.029 5.911 5.814
9 10.562 8.022 6.992 6.422 6.057 5.802 5.613 5.467 5.351 5.257
10 10.044 7.559 6.552 5.994 5.636 5.386 5.200 5.057 4.942 4.849
11 9.646 7.206 6.217 5.668 5.316 5.069 4.886 4.744 4.632 4.539
12 9.330 6.927 5.953 5.412 5.064 4.821 4.640 4.499 4.388 4.296
13 9.074 6.701 5.739 5.205 4.862 4.620 4.441 4.302 4.191 4.100
14 8.862 6.515 5.564 5.035 4.695 4.456 4.278 4.140 4.030 3.939
15 8.683 6.359 5.417 4.893 4.556 4.318 4.142 4.004 3.895 3.805
16 8.531 6.226 5.292 4.773 4.437 4.202 4.026 3.890 3.780 3.691
17 8.400 6.112 5.185 4.669 4.336 4.101 3.927 3.791 3.682 3.593
18 8.285 6.013 5.092 4.579 4.248 4.015 3.841 3.705 3.597 3.508
19 8.185 5.926 5.010 4.500 4.171 3.939 3.765 3.631 3.523 3.434
20 8.096 5.849 4.938 4.431 4.103 3.871 3.699 3.564 3.457 3.368
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Apéndice B
Tablas de distribuciones

En este apéndice se presentarén las tablas de distribuciones discretas y con-
tinuas. Para cada distribucién, se indicara la funcién de densidad correspon-
diente, también el valor esperado, la varianza y la funcién generadora de
momentos, si esta existe. Para ampliar las propiedades de cada distribucion
se puede consultar el capitulo 3 para las distribuciones discretas y el capitulo
4 para las distribuciones continuas.
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Tabla 1. Distribuciones discretas

Funcién de Funcién genera-
Distribuciéon . Media Varianza dora de
densidad
momentos
Uniforme 1 N1 ef(l—e™N) |
discreta NI{L““'N}(QT) N;—l 12 N(1—et)’ sit 70
1 si t=0
Bernouilli pqu_zf{oﬁl}(x) D p(l —p) g+ pe’
N\ o opew
) ) <x> quTL xr o
Binomial np nrq (g +pe’)
><-[{0,4..,n}(x)
K\ (N-K
()(5) o
i & N n(X) (1=K
H1pc1:gc0rno (n) n (%) (N) ( N) No es ttil
trica % (N—”>
x1Ipo,. ny(2) N
_r
Geométri “Ion,.3(x) 1 = oo
eométrica pq a(z = >
{043 p p si t < —In(q)
r+xz—1\ . p "
Binomial 2 rq % 1_gqet)
negativa P p
><I~{0,1,..4}(37) si t < —In(q)
. A A A(et—1)
Poisson e /\]{0,1"“}(95) A €
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Tabla 2. Distribuciones continuas

Funcién d Funciéon genera-
Distribucién clon ae Media Varianza  dora de
densidad momentos
Uniforme 1 ath (b—a)? et — et
continua bh— al[avb] (@) 2 12 t(b—a)’ sit 70
1 si t=0
A T
A" 1 r a ()\ - t> ’
Gamma mwr e " 10,50) () b\ A2
sit< A
A
. 1 1 )\ . t7
Exponencial e AT x -
(000)(®) ) A2 sit< A
1 a—1 b—1
7 (1—x)
a,b b L
Beta B(a,b) aib (a—s—b)zl(lia-vb-vl) No es util
xI(o1)(x)
b - No existe para
—bxbflef(a) a’T'(2/b+1)
Weibull a al'(1/b+1) 0<b<1
XI(O,OO) (l‘) 7a2F2(1/b+1)
2 2.2
T — ‘LL " ot
Normal 1 67% M 0.2 el t+ 2
V2ro
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Continuacion Tabla 2. Distribuciones continuas

Funcién de

Funcién ge-

Distribuciéon densidad Media Varianza neradora de
“ momentos
N iq P
1 e*ﬁ(ln(m)*#)Z J2ut20? 0 existe para
2
Lognormal rV2na ettt _ 2uto? t>0
x1(0,00) (%)
b ab?
b® .
Pareto 7(1) +ax)a+1 I(Om)(x) a—1 (a—1)(a—2) No existe
sia>1 sl a > 2
2
(1/2)"/ v/2-1,-a/2 (1= 9t/
Ji cuadrada L'(v/2) v 2v ’
si t<1/2
><I(O,oo) (LL‘) /
D((v+1)/2) 1 v
0, 9
strﬁd(:ilt g (V/Q) \/ﬁ V 2 9 No existe
1 siv>1 sty >
vy
L +1)/2) (Vl) 2
L (1/2)T (v2/2) \v2 va 23 (1 + v — 2)
F (m)ul/Z—l va =2 vi(r2 —2)%(r2 —4)" No existe
X (14 vz /vg)W1tr2)/2 sivp > 2 sivg >4
><I(O,oo) ('Z')
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Apéndice C
Resultados de matematicas

En este apéndice se presentaran diversos resultados de mateméticas que son
usados en temas de probabilidad. En primer lugar, se mostraran los nimeros
combinatorios y sus principales propiedades. Posteriormente, se daran los
resultados de algunas sumas que son usadas en probabilidad, principalmente
en tema de distribuciones discretas. En seguida se presentaran las definiciones
de series y polinomios de Taylor, asi como algunas propiedades. Finalmente,
se mostrara la definiciéon de convergencia de sucesiones de niimeros reales,
dando algunos ejemplos que facilitaran al lector su comprension.

C.1. Numeros combinatorios

En esta seccién se van a presentar los ntimeros combinatorios y sus propie-
dades méas importantes. Estos ntimeros son fundamentales en las técnicas de
conteo y, por lo tanto, en el calculo de probabilidades. Los ntimeros combi-
natorios también aparecen en diferentes modelos de probabilidad.

El factorial de un ntmero entero positivo n, se denota como n!, y es el
producto desde el ntimero 1 hasta el niimero n, esto es,

nl=(1)(2)- - (n).

En el caso particular del factorial de 0, por convencion, se define como
0!l =1.
El nimero de maneras de seleccionar un subconjunto con k elementos de

. n n
un conjunto con n elementos, se denota C;’ o i) y se calcula como

(1) = o

e n - . . .
Los ntimeros i son llamados mimeros combinatorios o coeficientes

binomiales.
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Como se habia comentado, los nimeros combinatorios son muy impor-
tantes en el anélisis combinatorio o técnicas de conteo y, por lo tanto, en
el calculo de probabilidades, véase la seccion 1.10. Algunas propiedades de
estos numeros se presentan a continuacion:

) ()-(0)-
(-0
JoRANEES
0 ()-()

La propiedad 1) indica que solo hay un subconjunto con cero elemen-
tos, siendo, en este caso, el conjunto vacio. También indica que solo hay un
subconjunto con n elementos, siendo este conjunto, el conjunto universo.

La propiedad 2) nos indica que hay n subconjuntos con un elemento y n
subconjuntos con n — 1 elementos. Obsérvese que, por cada subconjunto con
un elemento, existe un subconjunto complemento con n — 1 elementos.

En la siguiente propiedad, se presenta una opcién de calcular en forma
mas directa el niimero de subconjuntos de tamano 2, y el namero de subcon-
juntos de tamano n — 2.

Una manera de interpretar la propiedad 4) es que por cada subconjunto
de tamano k, existe un subconjunto complemento de tamano n — k, por
lo que el nimero de subconjuntos de tamano k, coincide con el ntmero de
subconjuntos de tamafio n — k.

Los ntimeros combinatorios aparecen en el tridngulo de Pascal, a conti-
nuacion, se presentan los 7 primeros renglones de este triangulo.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1

Tabla C.1. Tridngulo de Pascal, (7 renglones)

Obsérvese que el rengléon k 4 1 se puede obtener de la siguiente manera:

(o) () )
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Se puede notar, que el primer renglén del tridngulo esté conformado por
el 1. Para cada uno de los siguientes renglones, el primer y el dltimo elemento
son el nimero 1, y para cualquier otro elemento, este es la suma de los dos
niimeros més cercanos del renglén anterior.

Los ntimeros combinatorios aparecen también en el teorema del binomio,
entre otros resultados, véase en este mismo apéndice, la igualdad C.7.

C.2. Sucesiones

En diferentes temas de probabilidad son utilizados algunos limites de su-
cesiones, principalmente en el dltimo tema: convergencia de sucesiones de
variables aleatorias. En esta seccién se presentaran las definiciones bésicas
de sucesiones y algunos ejemplos que ayudarian a entender el concepto de
convergencia.

Definicion C.1. Una sucesidn de numeros reales o simplemente una suce-
siom es una funcién real con dominio, los ntimeros naturales.

Dicho de otra manera, a cada ntimero natural se le asigna un ntimero real
de acuerdo a una regla de correspondencia.
Una sucesion la denotaremos como {Up}.

Ejemplo C.1. A continuacion, se daran varios ejemplos de sucesiones

o= {2} {ib)

{Un}={2"} ={2,4,...,},

{Un}:{i}: {1;;}
{Unt={n}={1,2,.... },
(U} ={V2} ={2,v2,V2,...,}.

En seguida se presentaré la definicién de convergencia de una sucesion
de nimeros reales.

Definiciéon C.2. Se dice que una sucesion {U, } converge a L, si para todo
€ > 0, existe una m € N, tal que para todo n > m, se cumple |U,, — L| < e.

Si la sucesion {U,} converge a L, se denotara como {U,} — L.

Si una sucesion {Uy} no converge a un nimero, se dice que la sucesion
{U,} diverge.

Obsérvese para cada sucesion del ejemplo anterior, si la sucesion converge
o diverge.
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= {5} o
(U} = {27} diverge,

= {1} -0

{Un} = {n} diverge,
(U} ={V2} - 1.
. 1
Ejemplo C.2. Demostrar que {U,} = {2n} — 0.
Sea € > 0, busquemos m € N tal que |Uy, — 0] <.
Obsérvese, |Upy, — 0] < e siy solo si |5 | < €. Esto es, si y solo si 5= < €.
La anterior desigualdad se cumple, si y solo si m > _hl:é;)
En conclusion, para m > _lrl:(lé;) se cumple |U,, — 0| < e.

—In(0.001)

Por ejemplo, para el caso particular de ¢ = 0.001, m > )

9.96578 ~ 10.
Esto es, la desigualdad se va a cumplir para n = 10,11, ...

Ejemplo C.3. Demostrar que {U,} = {{/2} — 1.

Sea € > 0, el objetivo es encontrar m € N tal que |U,, — 1| < ¢, esto es,
m que cumple con | /2 — 1| < e.

Obsérvese que /2 — 1 > 0 para cualquier valor de m. De esta manera,
| %/2 — 1| < € se cumple, si y solo si /2 — 1 < e. La anterior desigualdad se
cumple si y solo si m > lé?e(i)l).

Consideremos el siguiente caso particular, si € = 0.0001, entonces, m >
% = 6931.81837 ~ 6932. En conclusién, la desigualdad se cumple para
va&ores de n = 6932,6933, ...

C.3. Resultados limites

En esta seccién se presentarén dos resultados limites que son usados en temas
de probabilidad.

Los siguientes dos resultados son generalizaciones de la definicion del
nuamero e.

A e\ g
lim <1 +—+ ) =e"7, sip(n) — 0. (C.1)
n—00 n n
En particular,
A Bn
lim <1 + ) =B, (C.2)
n—o00 n
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Es importante aclarar, para el caso particular a =b =1y ¢(n) = 0, se
considera como la defincién del nimero e.

C.4. Sumas y series

A continuacion, se presentaran diferentes resultados de sumas que son utiliza-
das en temas de probabilidad, algunas son sumas finitas y otras son infinitas,
varios de estos resultados son sumas o series muy utilizadas en matemaéticas.

C.4.1. Suma de los primeros n nimeros naturales

La suma de los primeros n nimeros naturales es igual a
n
n(n+1
3 :%. (C.3)
i=1

C.4.2. Suma de los cuadrados de los primeros n nimeros
naturales

La suma de los cuadrados de los primeros n niimeros naturales es igual a

", n(n+1)(2n+1)
;ﬂ_ : : (C.4)

Ejemplo C.4. Obtener la suma de los 10 primeros ntimeros naturales y la
suma de los cuadrados de los primeros 5 niimeros naturales.

Las sumas son, respectivamente,

10(11)
5 =05,
(5)(6)(11) _
e =5,

C.4.3. Sumas geométricas

Una serie geométrica se define como la siguiente suma

oo
a+ar+ar2—|—~-:a2rl.
i=0

Obsérvese que, para cualquier sumando, a partir del segundo, si este se
divide entre su predecesor, el resultado siempre dara r. Entonces, para una
serie geométrica, a es el coeficiente de cada término y r es la razon de dos
términos sucesivos.
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La suma de los primeros n + 1 elementos de una serie geométrica se
calcula como

zn:ari =a (T) : (C.5)

Por otro lado, la suma de los elementos de una serie geométrica se calcula
de la siguiente manera:

> a
ZarZ = , st |r| < 1. (C.6)
, 1—r
=0
El anterior resultado, se obtiene sacando el limite de la ecuacién C.5
cuando n tiende a co. Este limite sera cierto siempre y cuando |r| < 1.

Ejemplo C.5. Consideremos la serie 54 5/3 +5/9 4 5/27 + ..., calcular
a) El valor de la serie.
b) La suma de los primeros 10 elementos de la serie.

Obsérvese que la serie es geométrica, donde a =5y r =1/3.
a) El valor de la serie es igual a

a 5 15

1—7«:1—1/3:?:7'5'

b) La suma de los primeros 10 elementos de la serie es

9 i 10
1 1-(1/3)
E 5(-) =5 ———+— | = 7.49987.
: <3> < 1-1/3 >
=0
Las sumas geométricas son utilizadas en varios resultados de probabi-

lidad, en particular, son usadas para comprobar algunas propiedades de la
distribucién geométrica, véase seccion 3.5.

C.4.4. Sumas con nimeros combinatorios

Existen sumas de mucha utilidad en las matematicas donde estan involucra-
dos algunos numeros combinatorios. Algunas de estas sumas se utilizan en
temas de probabilidad.

La primera suma es conocida como el teorema del binomio y esta se da
a continuacion:

(a+b)" = ; <’Z‘> aibn e, (C.7)

Esta suma calcula la potencia de un binomio, y en cada sumando aparece
un coeficiente binomial.
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También se puede ver que para una n determinada, los coeficientes bi-
nomiales que aparecen en la suma corresponden a los elementos del renglén
n + 1 del tridngulo de Pascal, véase tabla C.1.

El teorema del binomio es usado en varias ocasiones en probabilidad, en
particular, en la distribucién discreta binomial, véase la seccién 3.3.

La segunda suma donde aparecen coeficientes binomiales se presenta a

continuacion:
<>< _>——< ) (C.8)
—\1i n—1 n

)

Esta igualdad tiene una interpretaciéon préactica. Primero, el namero de
subconjuntos de tamano n que se pueden formar de un conjunto de tamafio

()

Por otra parte, pensemos que el conjunto de tamano NN, se particiona
en dos subconjuntos, uno de tamano A, el cual llamaremos S y el otro de
tamano N — A, el cual llamaremos Ss. Entonces, cada subconjunto de tamafio
n formado del conjunto de tamafio NV, se puede formar de varias maneras,
considerando 0 elementos del subconjunto S7 y n elementos del subconjunto
S9, 0 1 elemento del subconjunto S y n—1 elementos S, o 2 elementos de Sy
y n — 2 elementos del subconjunto Sy, y asi sucesivamente, hasta considerar
n elementos seleccionados del subconjunto S7 y 0 del subconjunto S;. La
suma de los casos anteriores es igual a

(A (N - A
> ()0
De este modo, queda justificada la igualdad C.8-
La anterior suma es utilizada en la distribucién hipergeométrica, véase
la seccién 3.4.

Otra suma importante que es utilizada en temas de probabilidad es el
desarrollo del binomio (1 — @) a una potencia negativa, esto es,

(1—a)™" = Z <n + . 1)ai, donde |a| < 1. (C.9)

- 1
=0

Este resultado es usado para obtener algunas propiedades de la distribu-
ciéon binomial negativa, véase la secciéon 3.6.

Ejemplo C.6. Desarrollar los siguientes binomios en sumas:
a) (x—1)>%.
b) (1 — )7, donde |x|<1.
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a) El desarrollo queda asi

(x —1)° = 2% — 5z + 102% — 102% 4 52 — 1.

b) El desarrollo del segundo binomio

(1_$)_5:g<5+2_1>xi
07+ Qe Qe () () 0

=1+ 5z + 1522 + 3523 + 702* + 1262° + - - -

C.4.5. Otra serie

La siguiente serie es 1til en el tema de variables aleatorias discretas

1 1 T
§ — =1 =, 1
2 3 + itet TG (C.10)

C.5. Series de Taylor

En esta seccién se presentara el desarrollo de una funcién por medio de series
de Taylor. En particular, se presentard de manera general el desarrollo de
una funcién por series de Maclaurin que es un caso particular de las series
de Taylor. Se darén algunos ejemplos que son usados en diversos temas de
probabilidad.

Definicién C.3. Si una funcién f(z) tiene derivadas de todos los érdenes
en un intervalo I que contiene a ¢, entonces, la serie de Taylor para f(x) en
¢ se define como

F™(e)

n!

f)+ D)z —c)+--+

(=" e

donde f(™(¢) es la n-ésima derivada valuada en ¢, en el caso particular de
fO(e), es la funcién f(z) valuada en c.

Definicién C.4. La serie de Taylor de f(x) en ¢ = 0 se conoce como la serie
de Maclaurin de f(z), esto es,

(2) (n)
FO0) o, fP0)
2! n!

f(@) = f0)+ fH )z +

2V (C1)

502



Resultados de mateméticas

Definicién C.5. Si una funcion f(z) tiene derivadas hasta de orden n en
un intervalo I que contiene a c¢, entonces, el n-ésimo polinomio de Taylor
para f(z) en ¢, se denota como py(x) y se define como

1!

n ) (e |
pule) =3 1D (g
1=0

F?(e)
2l

() (¢
RICT—

(2= )+ 41—

= f(©) + fP()@ - ) +

El n-ésimo polinomio de Maclaurin para f(x), es el n-ésimo polinomio
de Taylor en ¢ = 0.

Definicién C.6. Sea f(z) una funcion y p,(z) el n-ésimo polinomio de
Taylor para f(x) en ¢, el residuo después de n+ 1 sumandos, se denota como
R, (z) y se define como

Entonces,

Esto es,

F(c)

n!

fl@)=fe)+ fYe)(—c)+---+

(x — )" + Ry (x).

Teorema C.1. Sea f(x) una funcion continua en el intervalo I = [a,b] y con
derivadas continuas hasta de orden n también en el intervalo I. Supongamos
que la derivada n+ 1 existe para toda z en el intervalo (a,b). Entonces, para
todo x y ¢ en el intervalo (a,b) se cumple

Jr(E)
(n+1)!

(SL‘ o C)n—l—l7

R,(x) =

donde £ es un numero que se encuentra entre ¢ y x.

Lo que significa que f(z) se puede expresar de la siguiente manera:

fz) =
F(e)

n!

FE) n
(n+1)| (JI—C) +17

1O+ V)@= ++ D= +
donde ¢ se encuentra entre c y .

Ahora, considerando ¢ = 0, la funcién f(x) queda expresada de la si-
guiente manera (suma del n-ésimo polinomio de Maclaurin con su respectivo
residuo):
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fm) ,  fee)
o

@)= F(0) + fD Oz + - + (C.12)
donde £ esta entre 0 y .

El siguiente teorema indica cuando una serie de Taylor de una funcién
converge a la funcion.

Teorema C.2. Sea f(x) una funcion que tiene las derivadas de todos los
ordenes en un intervalo I que contiene a c, entonces, la serie de Taylor
para f(x) en ¢ converge a f(x) para todo x en el intervalo I si y solo si

lim R, (z) =0, para toda = en el intervalo I.
n—oo

Ejemplo C.7. Para la funcion f(z) = e*.
a) Desarrollar f(x) en serie de Maclaurin.
b) Desarrollar f(x) en polinomio de Maclaurin de grado n més su residuo.

a) Obseérvese

f(x)=e®, para n=0,1,2,...

Por lo tanto,

F™MO0)=e"=1, para n=0,1,2,...
Entonces,

N 22 23 >t
ezym+g+§+mzzﬁ. (C.13)

b) El polinomio de Maclaurin de grado n es

2 n %

n
Xz X Xz
pol@) = Lot Gpo 4 Tr =D G
=0

Y el residuo después de n + 1 sumandos es

3
e
R, (z) = s 1)!:U”H,dondeO <&<uw.
Por lo tanto,
ZE2 " $n+1
T _ o4 3
e —1+x+2!+ +n!+(n+1)!e,d0nde0<§<m. (C.14)
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Apéndice D
Conceptos basicos de medida

El propésito de este apéndice es proporcionar al lector algunos conceptos
basicos de teoria de la medida, los cuales son importantes para la teoria de
probabilidad.

Es importante aclarar que los resultados que se presenten en este apén-
dice no se van a demostrar. Si el lector quiere profundizar se le recomienda
literatura sobre el tema, por ejemplo, Capinski y Kopp [5], Galaz F. [9].

D.1. Medida de Lebesgue

A continuacion, se presentara la definicion de medida exterior de Lebesgue,
esta es sumamente importante, ya que la definicion de medida de Lebesgue
depende de esta.

Definicion D.1. Sea A un subconjunto de R. La medida exterior de Lebesque
de A se denota como m*(A) y se define como

m*(A) =inf {Z (I;), donde A C U I;, I; son intervalos abiertos} ,
i=1 i=1

donde [(I;) es la longitud del intervalo I; y el infimo se toma sobre todas
las colecciones numerables de intervalos abiertos tal que A C ;2 I; (que
cubren a A).

Observacion. La definicion de medida exterior de Lebesgue se puede hacer
indistintamente con colecciones numerables de intervalos abiertos, cerrados
o semiabiertos.

A continuacion, se presentaran algunas propiedades de la medida exterior
de Lebesgue.

Teorema D.1. La medida exterior de Lebesgue m* cumple con las siguientes
propiedades:
. m*(0) =0.
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1. Si A C B, entonces, m*(A) < m*(B) (monotonia).

1nr. Si A = I es un intervalo, entonces, m*(A) = I(I), donde I(I) es la
longitud de I.

1v. Si Ay, A, ... es una coleccion numerable de subconjuntos de R, enton-
ces, m* (U;2; Ai) < 302, m*(A;) (subaditividad).

v. St A C R es alo mds numerable, entonces, m*(A) = 0. En particular,
m*(N) =0 y m*(Q) = 0.

VI. Para ACR yz € R, m*(A+x) =m*(A) (propiedad de invarianza por
traslaciones).

Si un conjunto tiene medida exterior de Lebesgue cero (longitud cero),
se dice que es un conjunto nulo.

Observacion. Una propiedad béasica que es deseable que una medida cum-
pla, es la propiedad o-aditiva, véase la igualdad D.1 de la definicién D.10 de
este apéndice. La medida exterior de Lebesgue no siempre cumple con esta
igualdad, existen subconjuntos de R que no cumplen esta propiedad, véase
apéndice el de Capinski y Kopp [5].

Debido a la situacién anterior, solo se van a considerar a los subconjun-
tos de R, que si cumplen con la propiedad o-aditiva (igualdad D.1), estos
conjuntos son llamados conjuntos medibles-Lebesgue o simplemente medibles.
Una definicién tipica de un conjunto medible, encontrada en la literatura,
debida a Caratheodory, se da a continuacién:

Definicién D.2. (Caratheodory) un conjunto A se dice medible-Lebesgue (o
simplemente medible) si y solo si para todo £ C R se cumple la siguiente
igualdad:

m*(E) =m*(ENA)+m*(EnNA°).

La familia de subconjuntos de R que son medibles serd denotada como
M. El siguiente teorema nos indica las principales propiedades que cumple
esta familia.

Teorema D.2. Para la familia de subconjuntos M, se cumplen las siguientes
propiedades:
1. Si A es un conjunto nulo, entonces, A € M.
11. Si I es un intervalo, entonces, I € M.
. Re M.
1v. Si A € M, entonces, A° € M.
V. St A; € M, para toda i = 1,2, ..., entonces, U2 A; € M.
VI. St A; € M, para toda i =1,2,..., entonces, N2, A; € M.
VII. Si A es un conjunto abierto o cerrado de R, entonces, A € M.

Obsérvese que las condiciones III, IV y V del teorema anterior nos indican
que la familia de subconjuntos M es un o-algebra, lo que significa que los
conjuntos que pertenecen a la familia M son cerrados bajo las operaciones de
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complemento y uniones numerables. También, los conjuntos de esta familia
M es cerrada bajo operaciones de intersecciones numerables.

Definicién D.3. La medida exterior de Lebesgue restringida a la coleccién
de conjuntos M es denotada como m y es llamada medida de Lebesque. Esto
es, m: M — [0, c0].

Evidentemente, si A es un conjunto medible, entonces se cumple m(A) =
m*(A).

Los siguientes teoremas tratan con las principales propiedades de la me-
dida de Lebesgue.

Teorema D.3. La medida de Lebesque m cumple con las siguientes propie-
dades:
I. Si A es un conjunto nulo, entonces, m(A) = 0.
1. Si BC A ym(A) =0, entonces, m(B) = 0.
11. Si I es un intervalo, entonces, m(I) = I(I), donde I(I) es la longitud
del intervalo I.
1v. St A, Be M yAC B, entonces, m(A) < m(B).
v. Si Ay € M, para todai=1,2,..., entonces, m ((Usoq Ai) < > ooy m(A;)
(subaditividad).
VI. Si A; € M, para todai = 1,2,..., y son excluyentes por pares, entonces,
m (U2, 4Ai) =D o0y m(4;) (o-aditiva).
vil. St A C R es a lo mds numerable, entonces, m(A) = 0.
viil. Para ACR yz € R, m(A+x) =m(A) (propiedad de invarianza por
traslaciones).

Teorema D.4. Supongamos A; € M, para toda i =1,2,..., entonces,
1. Si Ay, C Ans1 para toda n, entonces,

m (U AZ-) = lim m(Ay).
=1

1. Si A, D Apt1 para toda n, entonces,
o0
m (q Ai> = nh_}ngo m(Ay).
=

D.2. Conjuntos de Borel

A continuacion, se tratara con la familia de conjuntos de Borel, esta coleccion
también es de gran utilidad en temas de probabilidad.

Si el lector quiere profundizar méas en los conjuntos de Borel, se reco-
mienda que consulte bibliografia sugerida al inicio de este apéndice.

Teorema D.5. La interseccion de dos o mds o-dlgebras es un o-dlgebra.
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Definicion D.4. Sea A una familia de conjuntos, decimos que C es el o-
dlgebra generada por A, si

C= ﬂ{F : Fes un o-algebra tal que F D A}.

Al intersectar o-algebras, tendremos como resultado una familia que tam-
bién es un o-dlgebra, y es importante aclarar que esta familia estd contenida
en todas los o-algebras que contienen a A. Obviamente C es la minima o-
dlgebra que contiene a la familia A.

Definicién D.5. Sea
B = ﬂ{]—" : F es un o-algebra que contiene a todos los intervalos deR}.

B es el g-algebra generada por todos los intervalos de R, y es llamado
o-algebra de los conjuntos de Borel.

Claramente B es la minima o-algebra que contiene a todos los intervalos
de R.

Observacion. Los siguientes conjuntos pertenecen a la familia de conjuntos
de Borel B:

I. Cualquier conjunto abierto pertenece también a B, ya que un conjunto
abierto es la unién numerable de intervalos abiertos.

11. Cualquier conjunto numerable pertenece a B. Este conjunto se puede
expresar como la uniéon numerable de intervalos de la forma [a,a]. En
particular los conjuntos de nimeros naturales N y nimeros racionales
Q pertenecen a B.

111. Los naimeros irracionales también pertenecen a B, ya que este conjunto
se complemento de los ntimeros racionales.

1v. Los conjuntos finitos también pertenecen a B y sus respectivos conjuntos
complementos.

Teorema D.6. La familia de conjuntos de Borel B también puede generarse
como la minima o-dlgebra de
1. Todos los intervalos abiertos.
11. Todos los intervalos cerrados.
1. Todos los intervalos de la forma (—oo,a) (o de la forma (—o0,al).
1v. Todos los intervalos de la forma (a,o0) (o de la forma |a,0)).
v. Todos los intervalos de la forma (a,b] (o de la forma [a,b).
VI. Todos los conjuntos abiertos.
viI. Todos los conjuntos cerrados.

Los conjuntos de Borel tienen una aplicacién importante en la proba-
bilidad, cuando el espacio muestral (véase capitulo 1) es finito o infinito
numerable, se puede considerar como espacio de eventos, el conjunto poten-
cia. Pero cuando el espacio muestral es el conjunto de los ntmeros reales
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o un subconjunto de los reales como un intervalo, el espacio de eventos no
puede considerarse como el conjunto potencia, en este caso, el o-dlgebra de
los conjuntos de Borel B es una buena opcioén.

Por otro lado, por el teorema D.2, los intervalos pertenecen a la familia
M, pero la minima o-algebra que contiene a los intervalos de R, es la familia
B, de esta manera podemos afirmar que B C M. Dicho de otra manera, cada
conjunto de Borel es medible.

La inclusién anterior es propia, hay conjuntos medibles que no son con-
juntos de Borel. Para la construccion de un conjunto que esta en M y no
esta en B, véase apéndice de Capinski y Kopp [5].

Sin embargo, si A € M, es posible encontrar un conjunto de Borel B tal
que A C B (B cubre a A) y donde el conjunto B se puede expresar como
B = NX,0;, donde {Op,n = 1,2,...} es una secuencia de subconjuntos
abiertos de R, y ademas, m(A) = m(B). Dicho de otra manera, m(BAA) =
m(B N A€) = 0, véase capitulo 2 de Capinski y Kopp [5]. Esto significa que
la medida de Lebesgue m no distingue entre la medida del conjunto A y el
conjunto de borel B construido por la interseccién numerable de conjuntos
abiertos O;.

Entonces, dado cualquier conjunto A € M, existe un conjunto B € B tal
que A C B y la diferencia simétrica entre A y B es un conjunto nulo.

Observacion. Los conjuntos que estan en M y no estan en B, son conjuntos
nulos, para cada uno de estos conjuntos, existe un conjunto de Borel tal que
lo cubre y su medida es cero.

Definicion D.6. La medida de Lebesgue restringida a los conjuntos del
o-algebra de los conjuntos de Borel es llamada medida de Borel .

Observacion. Las definiciones anteriores se pueden generalizar, en lugar del
conjunto de los nimeros reales R, se puede considerar R", en este caso, en
lugar de intervalos se pueden considerar productos cartesianos de rectangulos
en R™.

D.3. Premedidas y medidas

A continuacién, se presenta en términos generales las definiciones de preme-
dida y de medida. En lugar de considerar los ntimeros reales, se considera un
conjunto en general € y un algebra A de conjuntos de Q.

Definicion D.7. Sea € un conjunto y A un algebra de subconjuntos de Q.
Una funcién denotada como p con dominio A y contradominio el intervalo
[0, 0] se llama premedida en A, si para A y B que pertenecen a A, los cuales
son mutuamente excluyentes, se cumple

u(AU B) = p(A) + p(B).
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Definicion D.8. Sea €2 un conjunto, A un algebra de subconjuntos de Q 'y p
una premedida en A, si se cumple p(2) < oo, se dice que p es una premedida
finita.

Definicion D.9. Sea 2 un conjunto, A un algebra de subconjuntos de Q 'y p
una premedida en A, si se cumple p(€2) = 1, se dice que p es una premedida
de probabilidad.

Definicion D.10. Sea € un conjunto, A un algebra de subconjuntos de 2
y 1 una premedida en A, si para una coleccién numerable de subconjuntos
mutuamente excluyentes A, As,--- € A se cumple [ J;2, 4; € A, y ademés
la igualdad

m (U Ai> = Zu(Ai), (D.1)

entonces, se dice que u es una medida en A.

La igualdad D.1 es conocida como la propiedad o-aditiva, y es una pro-
piedad fundamental que cumple toda medida.

Observacion. En la definiciéon anterior, si se considera que A es un o-

algebra, en lugar de algebra, entonces, no es necesario pedir que se cumpla
I 00

la condicion (2, 4; € A.

Definicion D.11. Sea € un conjunto, A4 un algebra de subconjuntos de 2
y p una medida en A, si se cumple p(£2) < 0o, se dice que p es una medida
finita.

Definicion D.12. Sea 2 y conjunto y A un o-algebra de subconjuntos de
Q, entonces, el par (£2,.4) se le conoce como espacio medible, y a la terna
(Q, A, 1) se le conoce como espacio de medida, donde p es una medida.

En particular la terna (R, M,m), se le conoce como espacio de medida
de Lebesgue.

D.4. Medidas de probabilidad

A continuacién, se dardn las definiciones de medida de probabilidad y de
espacio de probabilidad.

Definicion D.13. Sea {2 un conjunto, A un o-dlgebra de subconjuntos de
Q y P una medida en A, si se cumple la igualdad P(£2) = 1, se dice que P es
una medida de probabilidad, y a la terna (£2,.A, P) se le conoce como espacio
de probabilidad.

A continuacion, se presentaran algunos ejemplos de medida, en particular
se daran ejemplos de medida de probabilidad y un caso particular de medida
de Lebesgue.
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Ejemplo D.1. Sean Q = {wy,wa,...,wyn}, A el conjunto potencia de 2 y
A € A. Definimos P de la siguiente manera:

_#4

=

donde #A y #£ son el numero de elementos de A y de 2, respectivamente.
Indicar el espacio de probabilidad.

P(A)

Obsérvese que para cualquier A € A, se cumple 0 < P(A) < 1. Tam-
bién, se puede verificar que P cumple la propiedad o-aditiva, como también
P(92) = 1. De esta manera, se puede concluir que (€2, .4, P) es un espacio de
probabilidad.

El espacio de probabilidad anterior, se aplica al cilculo de probabilidades
para un experimento, donde el nimero de resultados posibles es finito y
equiprobable, siendo esta la definicién clasica de probabilidad, la cual se
presenta en el capitulo 1.

Ejemplo D.2. Sea 2 = {0,1,...,n} y A el conjunto potencia de 2. De-
finimos la funcién f, con dominio Q y contradominio el intervalo [0,1], de
la siguiente manera: f(i) = (7)(0.5)", donde i € Q. Para A € A, se define
P(A) como:
P(A) = f(i).
€A
Indicar el espacio de probabilidad.

Obsérvese que para cualquier conjunto A que pertence a A, se cumple
P(A) > 0, también se puede comprobar, aplicando el teorema del binomio
(véase igualdad C.7 del apéndice C), que se cumple P(2) = 1. Por otro
lado, se puede observar que la funcién P cumple con la propiedad o-aditiva.
De esta manera, podemos concluir que la terna (€2, .4, P) es un espacio de
probabilidad.

En el anterior ejemplo, la funcién f corresponde a un caso particular de
la distribuciéon binomial, véase definicién 3.5 del capitulo 3. Obsérvese, que
se puede generalizar la funcién f, en lugar de considerar esta distribucién
binomial, se puede definir f como cualquier otra funcioén de densidad discreta
con recorrido finito (véase algunas opciones en el capitulo 3). Y en el caso de
que el recorrido sea infinito numerable, el o-dlgebra A puede seguir siendo el
conjunto potencia, y la funcién f puede ser una funcién de densidad discreta
con recorrido infinito numerable, en el capitulo 3, también se exponen varias
opciones.

Los siguientes ejemplos, consideran, principalmente, ejemplos de distri-
buciones de variables aleatorias continuas.

Ejemplo D.3. Comprobar que la medida de Lebesgue, restringida al in-
tervalo [0, 1] es una medida de probabilidad. Indicar cuél es el espacio de
probabilidad.
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En este caso, Q = [0, 1]. Se sabe que m(Q2) = m([0,1]) = ([0,1]) = 1.
Entonces, m es una medida de probabilidad, denotemos m = P.

El o-algebra es la familia de conjuntos M restringida al intervalo [0, 1],
denotemos a esta familia como Mj. Entonces, el espacio de probabilidad es
([0,1], Mo, P).

En la préctica, este tltimo ejercicio corresponde a seleccionar un ntmero
al azar del intervalo [0, 1], y la medida de probabilidad corresponde al calculo
de probabilidades de una distribucion uniforme continua en el intervalo [0, 1],
véase capitulo 4, por ejemplo, sean a y b tal que 0 < a < b < 1, entonces,
Pla,b] = l[a,b] = b — a. Por medio, de la distribucién uniforme,

b
Pla, b :/ ldx =b—a.

Se puede generalizar el ejemplo anterior, consideremos el intervalo [c, d]
y sean a y b tales que ¢ < a < b < d. Definamos la funciéon P de la siguiente

o Plla,t) = mlo,t] () = 5=

Notese que se puede comprobar con facilidad que P es una medida de
probabilidad, la cual corresponde a la distribucién uniforme continua sobre
el intervalo [c, d].

Esta ultima probabilidad se puede calcular, usando la funcién de densidad
fx(x) olafuncion de distribucion Fx (z) de la distribucion uniforme continua
sobre el intervalo [c, d] (véase seccion 4.1), esto es,

p b b1 b—a I P
[a,b] = /a fx(x)dx = /a T cdx =T, = x(b) — Fx(a).

Por otro lado, en términos generales, se puede comprobar que la funciéon
de distribuciéon evaluada en un valor = (véase definicion en el capitulo 2),
Fx(xz) = mo((co, z]), es una medida de probabilidad, la cual esta bien de-
finida para cualquier conjunto de Borel B € B. En particular, si a,b € Ry
ademaés, a < b, mo((a,b]) = Fx(b) — Fx(a). En este caso, en lugar de propor-
cionar la longitud del intervalo (medida de Lebesgue), la medida proporciona
la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor en el intervalo (a, b].
Ahora, como se vio en el ejemplo D.3, si la funcién de distribucion es la de
una uniforme sobre el intervalo [0, 1], esto es, Fix(z) = xljg 1)(7) + [(1,x), 12
medida de probabilidad coincide con la medida de Lebesgue en el intervalo
[0, 1].

D.5. Funciones medibles

En esta secciéon se presentara la definicion de funcién medible y algunas de
sus propiedades méas importantes. Este concepto es de mucha trascendencia
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para la teoria de probabilidad, de hecho, la definicién d e f uncién medible
coincide con la definicién d e v ariable a leatoria, v éase en el c apitulo 2, la
definicién 2.1. En seguida, se mostraré la definicién de funcién medible.

Definicién D.14. Dados dos espacios medibles (24, A) y (Q2, B), decimos
que f: Q9 — s es una funciéon medible, si para todo B € B tenemos que f

-1(B) e A.

En términos coloquiales, f es medible, si la preimagen de conjuntos me-
dibles, también es medible.
Podemos observar que un caso relevante es considerar una funcién con los

espacios medibles (R, M) y (R, B), con M los conjuntos Lebesgue medibles

y B el dlgebra de Borel. En este caso, una funcién medible f: R — R se llama
funcion Lebesgue medible. Recordando que el algebra de Borel es el dlgebra

generada por los intervalos, tenemos a continuacion, la siguiente definicién
equivalente:

Definicion D .15. Sea €2 C R un conjunto medible y f: 2 — R una funcion,
decimos que f es una funcion Lebesque medible, si para cada r € R, el
conjunto A, = {x € Q|f(z) < r} = f~1((—o0,r]) € M, esto es, A, es un
conjunto medible.

Teorema D.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es Lebesgue medible.

1. Para todo v, f~((—o00,7]) es Lebesgue medible.
1. Para todo v, f~((—oco,7)) es Lebesgue medible.
1v. Para todo v, f~1([r,00)) es Lebesgue medible.
v. Para todo r, f~1([r,o0)) es Lebesque medible.

A continuacion, se daran las principales propiedades basicas de funciones
Lebesgue medibles.

Teorema D.8. Sean f y g funciones reales definidas en @ C R medibles,
tales que son funciones Lebesgue medibles, entonces,
I. f+ g es Lebesgue medible.
11. fg es Lebesgue medible.
1I. cf es Lebesgue medible, donde c es una constante.
1v. |f| es Lebesque medible.

Otro caso sumamente importante esta dado por considerar un espacio de
probabilidad (Q,A4,P) y (R, B), con B el algebra de Borel. Entonces, una
funciéon X: Q — R es medible si y solo si es una variable aleatoria, véase
definicién 2.1.

Por tltimo, cabe mencionar que en probabilidad la integraciéon de funcio-
nes es de suma importancia, es necesaria en varios topicos de probabilidad, se
utiliza para calcular probabilidades, valores esperados, funciones generadoras
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de momentos de una variable aleatoria, entre otros, véase capitulo 2. La in-
tegral de Riemann no es suficiente para algunas funciones de densidad u otro
tipo de funciones usadas en probabilidad. En cambio, la integral de Lebesgue
si cumple los requerimientos que se necesitan para las diferentes funciones
usadas en probabilidad. Para la integral de Lebesgue, es muy importante
considerar que las funciones sean medibles sobre conjuntos medibles, véase
capitulo 4 del libro de Capinski y Kopp [5]. En conclusion, la teoria de la
medida es fundamental para la integracion de funciones y por lo tanto para
la probabilidad.

Una recomendacion para el lector, si le interesa estudiar diferentes temas
de probabilidad a un nivel més avanzado, es estudiar con més profundidad
diferentes temas de la teorfa de la medida. En este apéndice se presentaron
algunos de los temas de mas importancia.
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Es muy amplia la diversidad de aplicaciones que existen de la probabilidad
en las diferentes areas de la actuaria. En esta seccién se presentaran,
primero algunos conceptos basicos sobre dos de las principales areas de la
actuaria: seguros y finanzas. En segunda instancia, se trataran algunos
ejemplos de seguros y finanzas en forma muy general, con la idea de que el
lector se empiece a familiarizar con las aplicaciones de la probabilidad en
estas areas.

Para profundizar mas en las aplicaciones de la probabilidad en estas 4reas
de la actuaria, se le recomienda al lector consultar literatura especializada,
por ejemplo, Yiu-Kuen Tse [29].

E.1. Seguros

Supongamos que una persona tiene el riesgo de tener una pérdida financiera,
debido a la ocurrencia de un siniestro. Hoy en dia, las personas pueden redu-
cir este impacto financiero, contratando una proteccion, la cual es llamada
seguro. La persona que adquiere el seguro para protegerse es llamada asegu-
rado, y la parte que otorga la proteccion es llamada asegurador o
compania de sequros. FEl contrato entre asegurado y asegurador, donde se
especifican las caracteristicas y condiciones de la protecciéon es llamado
pdoliza de seguro o simplemente pdliza, En este contrato se especifica el
costo para el asegurado por esta proteccién, el cual se llama prima,
ademés, también se especifican las condiciones de pago, en caso de ocurrir
un siniestro.

Generalmente, se puede acordar que la pérdida por un siniestro sea pa-
gada en forma compartida por ambas partes: por el asegurador y por el
asegurado. Esto es, se estipula que un porcentaje de la pérdida sea pagada
por el asegurado, esta cantidad es llamada deducible. Una modalidad muy
frecuente es que si la cantidad reclamada es menor o igual al deducible, el
asegurador no paga cantidad alguna al asegurado, si la cantidad reclamada
es mayor que el deducible, entonces, la cantidad pagada por el asegurador es
la cantidad reclamada menos el deducible acordado.
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También, se puede acordar una cantidad méxima de pago en caso de una
reclamacién, esta cantidad se llama suma asegurada y cuando un reclamo
sea superior a esta cantidad, la compania solo pagara la cantidad maxima
estipulada en la pdliza (menos el deducible, si este se estipulo en el contrato).

Ahora, consideremos las siguientes variables aleatorias (véase capitulo 2):
X = Pérdida o cantidad reclamada por el asegurado y Y = Cantidad pagada
por la compania al asegurado. Si no se acuerda un deducible y tampoco una
suma asegurada, ambas variables son iguales. Pero en caso de que se estipule
un deducible y/o suma asegurada, ambas variables son diferentes y ambas
tendran que ser consideradas.

Es importante mencionar que existen varios posibles modelos, tanto dis-
cretos como continuos, para variables aleatorias como X y Y, véanse los
capitulos 2, 3 y 4. Un modelo més adecuado para variables como Y es una
mezcla de dos distribuciones, una discreta y una continua. También se pue-
de considerar, dependiendo de las condiciones de pago, la mezcla de dos
distribuciones discretas, véase capitulo 2, seccién 2.14.

En ocasiones, se pueden presentar reclamos extremos, debido a algin
evento catastrofico, como un huracén, terremoto, entre otros. Por lo mis-
mo, se tendrd que considerar para estos casos, alguna distribucién con cola
pesada, véase capitulo 2, seccion 2.15, también Reiss y Thomas [24].

Finalmente, consideremos un conjunto de pélizas de seguro de no vida
con cobertura en un periodo de tiempo fijo. Para el analisis de este gru-
po de podlizas, serd de interés estudiar las siguientes variables: el ntimero de
reclamos, conocido como frecuencia de reclamos; la cantidad monetaria re-
clamada por cada podliza, conocida como severidad o tamano de reclamo, y
la suma de las pérdidas monetarias por todos los reclamos, conocida como
reclamaciones acumuladas, véase Yiu-Kuen Tse [29].

Cabe senalar que las distribuciones de variables aleatorias discretas con
valores enteros no negativos son posibles modelos para la frecuencia de recla-
mos, en particular, las distribuciones binomial, geométrica, binomial negativa
y Poisson, véase capitulo 3 y capitulo 1 de Yiu-Kuen Tse [29].

Por otro lado, la severidad de reclamo puede ser modelada por una distri-
bucién continua con recorrido, los niimeros reales no negativos, en particular,
las distribuciones exponencial, gamma, de Weibull y de Pareto pueden ser
una opcion, véase el capitulo 4 y el capitulo 2 de Yiu-Kuen Tse [29]. Si en
la poliza se considera un deducible y/o suma asegurada limitada, una mejor
forma de modelar el tamano de un reclamo es por medio de una mezcla de
dos distribuciones, una discreta y una continua, véase secciéon 2.14.

En el capitulo 3 de Yiu-Kuen Tse [29], se tratan diferentes formas de mo-
delar la variable: reclamaciones acumuladas. Por ejemplo, suponiendo que el
tamano de reclamos es fijo, la distribucién de esta variable se logra encon-
trando la distribuciéon de una suma de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, véase capitulos 3 y 6 de Yiu-Kuen Tse [29].
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E.2. Finanzas

En el tema de finanzas, es importante dejar claro varios conceptos, ya que
estos son parte del lenguaje financiero y nos ayudaran a comprender de mejor
manera algunos ejemplos y ejercicios que se presentaran en algunos temas
de aplicaciones de la probabilidad a las finanzas.

Un préstamo es una operacion financiera, por el cual una persona (em-
presa, banco, etc.), llamada prestamista o comprador, otorga una cantidad
de dinero (bien o servicio) a otra persona (empresa, entidad de gobierno,
persona fisica), llamada prestatario, vendedor o emisor, a cambio de un ré-
dito, interés o beneficio (costo financiero del préstamo). Por lo general, esta
operacion se realiza por medio de un contrato, llamado instrumento finan-
ciero, dando lugar un derecho al comprador llamado activo financiero y una
obligacién al vendedor, llamado pasivo financiero.

En otras palabras, un activo es algo que tiene valor o puede generar
ingresos. Existen los activos tangibles, como un auto, una méquina o un
inmueble, mientras que los activos financieros son documentos o titulos que
tienen un valor, y ademas, pueden producir rendimientos. El activo financiero
es emitido por una empresa, banco o institucion publica (emisor) y donde el
comprador espera un rendimiento. De esta manera, el comprador adquiere un
derecho de cobrar alguna suma, el emisor adquiere una obligacién de pagar
al comprador un retorno por la inversién adquirida.

Cabe mencionar que los préstamos pueden ser pagados en una sola exhibi-
ci6én con su interés correspondiente o mediante pagos periédicos, amortizando
la deuda; cada uno de estos pagos, con su interés correspondiente.

Los instrumentos financieros (activos financieros) tienen los siguientes
elementos que los caracterizan:

-Liquidez. La capacidad del instrumento en convertirse lo méas pronto
posible en dinero y sin pérdidas.

-Riesgo. De que el prestatario cumpla con las obligaciones en el plazo
establecido.

-Rentabilidad. La producciéon de rendimientos del instrumento.

-Vencimiento. Tiempo estipulado de la duracién del contrato financiero.

Cabe mencionar que, por lo general, entre més rendimientos tenga un
activo financiero, mayor riesgo tendra de no cumplir las obligaciones. El
comprador debera hacer un balance, donde logre rendimientos interesantes
sin tanto riesgo.

Algunos ejemplos de activos financieros son:

-Dinero en curso legal. Son las monedas y billetes, es lo mas liquido que
existe, ya que se puede cambiar en cualquier momento por bienes.

-Dinero en los bancos. Depositos a la vista, depdsitos de ahorro y depé-
sitos a plazo fijo. Por lo general, el cliente puede disponer de su dinero en su
totalidad o parcialmente, sin mucho tramite.
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-Letras del Tesoro. Son titulos de deuda piublica a corto plazo y a renta
fija, emitidos por el Estado, como un modo de financiamiento.

-Bonos y obligaciones del Tesoro. También son titulos de deuda ptublica
a mediano y largo plazo, respectivamente. Se usan para el financiamiento del
Estado.

-Activos o pagarés emitidos por empresas. Son emitidos por las empresas,
donde la renta es fija.

-Acciones y derivados. Las acciones son un instrumento de renta variable,
donde no hay una retribuciéon segura al accionista. Dependera de la situaciéon
de la empresa (emisora) de la reparticion de dividendos. Un derivado es un
activo financiero del cual su valor depende de otro activo financiero.

E.3. Retorno de la inversion

Un indicador financiero muy usado que mide la rentabilidad de una inversion
en un lapso de tiempo es el retorno o rendimiento de la inversidn, el cual en
términos generales se denota como ROI y se define de la siguiente manera:

Vi =V,

‘/;; )
donde V; es el valor inicial de la inversion y V; es el valor final de la inversion,
considerando los intereses y dividendos.

Obsérvese que el ROI puede ser positivo, logrando en este caso una
ganancia, también puede ser negativo, siendo en este caso una pérdida, o
puede ser cero, no logrando ni pérdida ni ganancia.

Supongamos que para los precios de una acciéon, divisas extranjeras o al-

ROI =

guna inversion, se evaliian en los siguientes momentos t = 0,1,2,..., donde
estos pueden ser dias, semanas, meses, etc. Sea Sy el precio de la inversion,
para t = 0,1,2,..., siendo Sy la inversion inicial. Entonces, para cada mo-
mento se puede calcular el ROI, esto es,
R, = St=81 g
S T

donde R; es el ROI en el momento t.

Obsérvese que para un periodo t, la inversién inicial es la inversion final
del anterior periodo.

En varios anéalisis financieros, es de interés llevar un registro de la serie de
tiempo: Ry, Ri, Rs,... Con la idea de encontrar un modelo estadistico para
esta serie y poder hacer prondsticos para valores futuros de la serie, véase
Guerrero V. [10].

Puede ser de interés para una inversiéon evaluar las pérdidas, es impor-
tante tener en cuenta los modelos de cola pesada para este tipo de variables,
por la ocurrencia de algtin evento, la pérdida puede tomar un valor extremo,
véase capitulo 2, seccion 2.15, también Reiss y Thomas [24].
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Otro indicador financiero que es usado cuando la capitalizacion es conti-
nua son los retornos o rendimientos logaritmicos. Para un determinado ¢, el
retorno logaritmico se denota como RG; y se define de la siguiente manera:

S,
RG; = m( L > = In(S;) — In(S;_1).
Si—1

Es comun ver en la literatura financiera que los retornos Ry, son llamados
retornos aritméticos y los retornos logaritmicos RG; son llamados retornos
geométricos

E.4. Administraciéon de riesgos financieros

Los actuarios histéricamente han sido expertos en la administracién de los
riesgos a las personas con los seguros de vida, los seguros médicos y planes
de jubilaciéon. También a los patrimonios de las personas con los seguros de
automoviles, los seguros de casa y de algtin otro bien. En este tipo de riesgos,
se consideran también los bienes de las empresas ante un evento catastroéfico,
como un terremoto, un incendio, explosién, etc.

Otro campo actuarial, hoy en dia, es la administracion de los riesgos
financieros. El riesgo financiero hace referencia a la incertidumbre produci-
da en el rendimiento de una inversién, cartera de créditos o portafolio de
productos financieros derivados. Esta incertidumbre es debida a los cambios
producidos en el sector en el que se opera.

Los riesgos financieros se clasifican en cuatro: riesgo de mercado, riesgo
de contraparte, riesgo de liquidez y riesgo operativo.

El riesgo de mercado se origina por las pérdidas potenciales ante movi-
mientos adversos en los precios de mercado. Por ejemplo, consideremos un
pais que es exportador de petréleo, supongamos una caida en los precios del
petréleo en el mercado internacional, entonces, se tendran menores ingresos
por la misma cantidad vendida de petréleo.

El riesgo de contraparte es aquel que se origina de un contrato, y ocurre
en caso de que algunas de las partes no cumplan con el trato pactado. Por
ejemplo, en un contrato de crédito (de hecho, se llama riesgo de crédito, pero
es un subconjunto del riesgo de contraparte), el prestamista o prestatario no
cumple con lo acordado. Otro caso del riesgo de contraparte es un contrato
financiero derivado que se negocia entre dos contrapartes fuera del mercado
centralizado, por lo que puede no cumplirse al vencimiento (situacion que ha
ocurrido).

El riesgo de liquidez se origina cuando una empresa se queda corta de
dinero y tiene compromisos que pagar al corto plazo, por lo que podria
enfrentar pérdidas al verse en la necesidad de vender, de manera anticipada,
sus activos a menor valor.
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El riesgo operativo es aquel que impide a una empresa operar en forma
normal, ya que es afectada por un acontecimiento, como un ciberataque, un
fraude, una huelga, un evento de terrorismo, entre otros.

Entenderemos por una cartera o un portafolio de inversiones al conjunto
de activos financieros que p osee un inversionista (persona o institucion). La
seleccion adecuada de los elementos que componen un portafolio conlleva a
buscar un equilibrio entre los rendimientos y el riesgo que caracterizan a los
componentes del portafolio. Las acciones y bonos son los activos més utili-
zados para formar una cartera de inversiones, pero pueden usarse también
el oro, petroleo, bienes raices, etc.

Para administrar el riesgo de mercado, se utiliza el indicador: Valor en
Riesgo (Value at Risk, VaR), el cual cuantifica la exposicion de pérdidas ante
una posicion de inversion, para lo cual se utilizan técnicas estadisticas. Este
método fue desarrollado por el banco de inversiéon JP Morgan a principios
de los afios 90, y fue adoptado rapidamente por todas las firmas financieras
gracias a su simplicidad de concepto; por lo que este indicador se encuentra
muy desarrollado en el mundo financiero d e 1 os m ercados c apitales, siendo
una medida de riesgo que hasta la fecha se sigue utilizando.

Siendo mas precisos, el VaR es el calculo de la maxima pérdida esperada
con una determinada confianza y en un tiempo determinado. Para su expli-
caciéon, consideremos la siguiente variable X = Ganancia o pérdida de un
portafolio o activo financiero. La distribucién de X esllamada distribucion
de pérdidas. Entonces, el VaR a una confianzadel (1 — a) %, es el cuantil
(véase definicion 2.20) ¢ (1-a) de esta distribucion.

Cabe mencionar, que durante muchos anos, una de las técnicas para
determinar el VaR ha sido asumir que la distribucién de pérdidas sigue una
distribucién normal (véase seccion 4.6), sin embargo, esto no es siempre
adecuado, sobre todo, ante la posibilidad de observar pérdidas extremas, en
este caso, una distribucién mas adecuada pudiera ser una distribucion de
cola pesada (véase seccion 2.15). Para abundar méas en el tema de valor en
riesgo, se recomienda consultar el capitulo 4 del libro de Yiu-Kuen Tse [29]
o también el capitulo 22 de Hull J. C. [15].

Para la administracion del riesgo de contraparte, se considera una cartera
de n contratos, donde p es la probabilidad de incumplimiento por contrato.
En este caso, es de interés determinar el namero de contratos de la cartera
con un estatus de incumplimiento. Entonces, es comiin que la distribucién
binomial (véase seccion 3.3) sea usada para estimar las pérdidas esperadas
por el potencial de incumplimiento de la cartera.

El riesgo de liquidez se administra de manera diferente, generalmente con
base en criterios prudenciales.

El riesgo operativo se administra de la misma manera en que las compa-
nfas de seguros administran sus carteras de poélizas con base en las frecuen-
cias y las severidades de los eventos adversos se construye una distribuciéon
de pérdidas.
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Soluciones

Capitulo 1

1. a) A“
b) (AUBUC) = A°N B¢ N C°.
¢) AN(BUC)® = AnB°NCe.
d) AUBUC
¢) [AN(BUC)U[BN(AUC)]U[CN (AU B
f) [ANBN(ANBNC)JU[ANCN(ANBNC)¢|U[BNCN(ANBNC)].

9) (ANBNC)*=A°UB°UC".
3. 766
6. a) 15
b) 1.
9. 0.5
10. .
11.  a) 0.3.
b) 0.5.
12. 0.49856.
13.  a) 0.06818.
b) 0.04545.
14.  a) 0.83849.
b) 0.32301.
15, 0.33333.
16.  0.66667.
17.  a) 36 puntos muestrales.
b 5.

¢) Si, 3 > 5.
18.  a) 0.22222.
b) 0.29091.
19.  Es cierto.
20.  No es cierto.
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21.
22.
23.
24.
25.
26.
29.
30.

31.

32.
33.
35.
36.
37.

38.
39.

40.

41.
42.
43.
44.
45.
46.
48.

49.

50.
51.
52.
53.
95.
56.
o7.

No es cierto.

Es cierto.
0.57463.

Es cierto.
Es cierto.

No es cierto.

Es cierto.
a) 294.
b) 168.
c) 118.
a) 0.57143.
b) 0.23761.

No es cierto.

Es cierto.
0.33333.
0.00952.
a) 0.2445.
b) 0.66138.
0.33333.
a) 0.00282.
b) 0.00056.
c¢) 0.09034.
d) 0.38114.
) 0.775.
) 0.26625.

a

b

Si son independientes.

0.68.
0.39130.
0.2963.
0.16416.
0.49375.

a) 0.775.

b) 0.90323.
a) Es cierto.

b) En general, no es cierto.

c¢) Es cierto.
0.00038.
0.54925.

29

30°

0.25479.

0.15.

5
5

>
S—"
O wi
o -
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Soluciones

59.  No es cierto.
60. 0.01633.
61. a) 0.11836.
b) 0.04073.
62. 0.29032.
63.  0.0953.
64. 1.
65. 0.11111.
66. 0.35.
67. a) 0.00944.
b) 0.22223.
Capitulo 2
L fx(z) = 0.1Ly (%) + 0.751 (13 (x) + 0.151 (9 ().
2. fx(.%') 0. 1]{3}( ) + 0.3]{4}(1’) + 0.61{5}(.%).
3. fX(x) = ()(51)1{172,374’5}(95).
970—1)
4. a) fx(z)= ((<1;)I{2,3,4,5,6}(x)~
2
b) fx(x) = £ 13410113 (%) + 5156803 () + 157y (2).
5. fx() = (06)°(04) 10,5 y()
6. Fx(z)=1-(0.6)*" parax=0,1,2,...
T fx@) = () (DT3P Lo 0,20 (@),
8. E[X]=3.18182; V[X] = 0.69421.
9. —4.40925.
1. Plu—20 < X < pu+20] = 0.93937 > 0.75.
12. a) Si
b) No.
¢) No
d) St
e) Si
f) Si
g) No.
h)  No.
i) Si
13. 1.
14. a) En general, no es.
a) Sies.
15,  1.10668.
16.  E[X]=0;
Mediana= 0;
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18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

27.

_ 3 3
Modas= — %, </;

a) La funciéon de distribucion para valores del recorrido es

FX (ZU)
0.53978
0.89963
0.98959
0.99958

1

W o —| o K%

fx(z) = (4)(7) (9)17" 019,343 (2).
E[X] = 0.57143; V[X] = 0.4898.

t+1)3 E[X] = 1.5; V[X] = 0.75.
(3" (2.3 ().

mx(t) = e'(3 —2e") 71, sit < In(3).
—2t)7Lsit < 3.

\_/
"ql\’)h—l

X( ) = 0.251‘[(0’1) x) + (0.5x — 0.25)1[1’2] (z)+

(
52 + 0.25)112.3)(%) + 1(3,00)(2).

—
=]

2
5.

D=
e

(x) = 32l1)(x) + 3(A = 1+ 2) ;1 o (2)+
(3)\ — A+ — 1)[(273) (l’) + 1[3100)(1').
II) 2 — .
a) 0.9606.
b) 0.00018.
0.88889.

[N
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29.  1.25.
30. 1
3. a) | < %.
b) Le.
¢) (522 + jz —2c+ 3)I[_29(z) + I12,00) (T).
d) Sic>0, lamodaes2 si ¢ < 0, la moda es —2; si ¢ = 0, no hay
modas.
33. a) fx(x) = I ().
b) Fx(z) _Icoo ().
c) ElX]=q¢ V[X] =
d) mx(t) = e
35. 2.

36. fx(z)= ((%7)1(721) + 144)—7{1 2,12} (7).
37 fx(z)= ( 112 )1{1,2,...,12}(37)-

)
38. P[XSJ;]:Ef;,parax:n,n—kl,...,r.
o
cze

39.  fx(k)= — > bara k=0,2,4,...; 0 en otro caso.
40. 1.
41. a) n(n2+1)

b) 2n3+1.

c) n.
42.  a) /In(2).

b L

) /In(2)

c) VIn(2).

d) 0.
43. a) 3.

b) 2.
4. a) 1.

b) Fx(z) = (1— e ) p )

) &
45. 2.
46. E[X"|=p"(k)(k+1)---(k+n—1).
47 mx(t) = 3(3e* +¢e3).
48. 8.
49. 2.
50. D) 3.

¢) 1s.

QL
51 a) Mx(t) = 55, sl Jt| <2

b) 2.
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92.

93.

54.

95.
56.
o7.

60.
61.

62.

63.
64.
65.
67.

68.

(x)=1—-(1/2)*, paraz =1,2,...

( )= *1[01]( z)+ (5 —
+(1 1B =)} (25(x)

M1,2) ()
1(3 o) (T)-

+ »M»—\

b
1.
FX(a: —(1—p)*, paraz =1,2,...
3
0

)
)
c)
)
)
¢) 3

3ln 4)
30. 59592

11,530.65.

s
~—

Qﬁjl\')\»—t@
=
Ot~

~

N

~

[LES NN~
S N N N
I

e

(2 B

ia=Mediana= 0.5.

=
g 2 s

S
&
|

— %(3 + 4z + $U2)I(—1,0) (z)
34 dx — 2%) I 9)(@) + I o) ().

o o
S N
o
—

+

‘ﬁ\m_‘

D) —~
B

—~ e~ 0 o«

740.11283.

2/V/11.

x (@) = (UVIT + 2/2)1 g ) 1) (@)
+(4/V11) [2/f,4/\ﬁ)( ).

c) 0.62322.

d) 0.74921.

N 2 o R
S N o ~—

\
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Soluciones

Capitulo 3

a) 1.555 x 1079,
b) 3.813 x 1076.
c) 3.
d) 5.
2. 0.999895.
0.15120.
4. a) 0.999596.
b) 0.002517.
c) 10.

5. 0.64464.
6. a) 0.0189.
5.9049 x 1075.
0.05292.
0.16308.
0.9919.
0.01099.
0.90485.
5.46; 0.4914.

—(1=-p*z=12,...

et(1—qe)~Lt < —In(q).

@

c
d

11. «a
b
c
d
12. a
b
c
d

13.  p(1 —qt)7!, donde t < %.
14. a) 0.42319.

) 0.04130.

) 0.95021.

) 0.002205.
15.  a) 0.014599.
) 0.93194.
) 0.003304.
) 0.33848.
16. p'(1—qt)™"t< é
17. @) 0.090909.

a
b
c

d
a
b
c
d
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18.

19.
20.

21.
22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.
31.

32.
34.

b)

) 0.1024.

) 0.96666.
) 0.32768.
)

a
b
c

d) 0.08808.

Mx(t) = (1 —p+pt)".

a) 0.133602.
b) 0.12462.
0.00141.
0.01402.

a) 0.56653.
b) 0.59049.
0.99498.
1.

20; 0.5.
.40547.

o

0
1
2
1.

10; 5.

QL O T 0 0 o9

9]
e EEDDNMODND

o /&L o o
N e e N N N N N o N N e e N

—

b) 0.3125.
0.08392.
a) 3.

b) 1.

c) 3.
0.8008517.
a) 0.03004.
b) 0.69929.

pe!) (1 — qet) ™"t < —In(q).
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c) 0.04979.
35.  a) 0.38404.
b) 0.41692.
c) 0.999498.
d) 0.32927.
36. a) 0.55951.
b) 0.99678.
c) 0.77107.
37.  0.095256.
38. 4.
39.  0.362137.
40.  Poisson con A = 7.
41. 5.
42.  0.00461.
43. a) 6.66667; 1.11111.
b) 7.
c) 7.
d) 6.
44.  0.34375.
45. 6.
46. a) 0.21208.
b) 1.
47.  0.99364.
48. n=06;p=04.
9. £
50. a) 0.32768; 0.99968.
b) 6.
51.  0.00101.
52 1-()°L+ (@) + Q@)+ + ()@
53. a) 15; 90.
b) 10.
c) 5.
54.  0.5121.
55. 195 199
56.  17.88819 o0 0.11181.
57.  Mt=D),

60. r=6;p=04.
61. ) 0.00015.
b) 0.19876.
0 O () i o)
65.  1.72308; 0.47716.
66. [L+rg+ ("IN + () + ()T e 01254 (@)
67. 1.47368; 1.61773.
68. a) 0.001234.
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b) 0.91136.
¢) 2
69. «a) 037199
b) 0.45455; 0.41605; (0.43388 binomial).
¢) 0.00712.
70.  0.35358.
71.  0.75449.
Capitulo 4
1. a)0
b) 0 20
2. a) 0.0465.
b) 0.2877.
c) 0.42436.
d) 14.55279.
3. a) 0.0091.
b) 0.95532.
c¢) 0.00355.
4. a) 0.30119.
b) 1.73287.
c) 8.04719.
5. /A /A2
6. a) 1/10.
b) Fx(2) = (z + 5)/101_5.5)(2) + 000 ().
c) E[X]=0; V[X]=25/3.
d) 2/9.
e) 3.
7. a) 243.01
b) 0.5.
8. ;o
9. a) 0.33333; 0.03175.
b) 0.25.
c) 0.16861.
d) 0.33696.
e) 0.26411.
10.  0.9544.
11. E[X]=ab/(a—1),sia>1; V[X]=ab?/((a—1)*(a—2)),sia>2.
12. a) 0.67668.
b) 0.23533.
13.  a) 0.47799.
b) 9,740.03.
14.  a) 0.77868.
b) 0.02313.
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15.
16.
17.

18.
19.

20.
22.

23.

24.
25.
27.

28.

29.
30.

31.

32.
33.
34.

35.
37.

38.
39.
40.
42.
44.

c) 0.7555.

0.75.

15.625.

a) 0.98168.

b) 0.01034.

No es posible.

a) 8.13917.

b) 0.13863.

c¢) 100; 29.85075.
0.0668.

a) 90.01713; 117.9974.
b) 0.8438.
c¢) 0.2066.
d) 0.61972.
a) 0.13534.
b) 52.59837.

c) 0.14127.
Vin(2)/m.
12.52632; 5.26316.
0.32439.
0.85248.
0.0195.

1,648, 835.78.
a=—-2;b=3.

a) 0.25; 0.035.
b) 0.125.

c¢) 0.46867.
d)
a)

a)
b)
a)
b)

22.1; 1.67886.

0.91792.
b) 0.22350.
6,001.25.
0.7372.
a) 0.12457.
b) 46.3; 3,905.64
(k+1)/(2k + 1), si k> 0.
a) 0.13534.
b) 0.01485.
¢) 0.28632.
d) 300; 1,307.67.
141.42136.
{1/[(b = a)(k + D}(0F ! — aP*).
20.36364; 1,162.19014.
132; 0.06923.
a) A
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b) (b/a’)z"~
45. a) 2.
b) 6; 12.
¢) 0.79629.
d) 10.64464.
46.  0.528.
47, 1,222.02.
48. e’/ (1/y/2m)e " /2.
49.  (=0.1,0.2); (0.4,0.7).
50. a) 9.985.
b) 14.41428.
¢) 0.0749.
51. a/x.
52.  0.99227.
53.  14.75707.
54.  Garantia 3.
55, \/2/me 1 .
56.  Ae A0y ().
57, [1/(b—a—(d =) ac)uap (@)-
58.  [1/(V2moA)le=(@=#7/29" [ 1y(x), donde
A=Pl-plo<Z < (1—p)/o].
59. (1/A)(b/ab)xb_le_(x/“)bl(cyd) (), donde A = e=(c/a)" _ g=(d/a)"
61. a) 00004.
b) ~
¢) 001523
62. a) 788.2405.
b) 0.19452.
¢) 0.00018.
Capitulo 5
() ) )
2. fx(x1,22) = SLVAMS 13 i Lo, a—zoy (1) g0, a3 (72).
4
3. a) fx(z1,22) = klj o ay)(71) 10 2 (22).
b) 3.
c) 0.875.
d) 0.5.
e) %
4. a) fx(@1,22) = ke " Ijg 4,1 (2)[0,00) (%1)-
b) k= 1.
¢) 0.58233
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d) 0.86466
¢) 0.84518
5. a) fx(z1,22) = #I[_m7m}(x1ﬂ[—r,r](l"2)~
b) 0.25.
c) 0.5.
d) 0.75.
6. a) fx(xl,xg) = kxlxge e I(o,oo)<371)f(0,oo)(332)-
b) k= .
¢) 0.08207.
d) 0.55783.
9 5}
(901) <4 - 1‘1>
7. a) fx,(z1) = <10 Io1,....ay (71).
4

B

B 5 Lo, a2y (71)-
4—x

c) 0.6.
d) 0. 53571
8. a) k=1

b) fx (961) = 327101y (21); fx, (22) = 42310 1) (22).
c) 0.064.
d) fxyx,(w1]e2) = 323101y (21); fxyx, (22l21) = 423110 1 (22).
e) 0.343.

9. a) 0.42857.
b) %

10. @) fx,(z1) = 2167 " (0 ,00) (21); [z (2) = €772 (0 00) (22)-
b) fxi|x,(T1]z2) = e e [ 11, o0y (71), donde 0 < z9 < 00;

fxax, (T2lz1) = [[07)(1](.7}2), donde 0 < x; < 0.

c) 0.36788
d) E[X1] = 2; E[Xs] = 1.

1. a) fx(z) = {iLo,,..10(2)-
b) 0.27273
c) 5.
d) 5.

12. a) fX(ﬁ]_,ZUQ) = W(MO.BIIO.5$2O.2IO_$1_I2X

Lo 1,...10—20) (1) Lg0,1,... 10} (72).
b) 0.00159.
c¢) 0.00041.
14T

13 a) fx(a1,22) = tige™ 10 I1g00)(@1)1(0.00) (2).

b) 0.26424.
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14.
15.

16.

18.

19.

20.

21.
22.

a) Xy Xy son variables aleatorias incorrelacionadas.

b) X1 y X9 son variables aleatorias dependientes.

a) fx(z1,22) = m(o 5)1(0.3665)%2(0.1335)5 %1722 x
1{0,1,...,5%2}(371)[{0,1,...,5}(532)

0.065721.

0.37629.

0.00142.

b)
)
; fx(L1) =g; fx(1,2) = §; fx(2,2) =
)
)

fX(274) =9

@\[\')

c
d
a
b

Cov(X1, X3) = 0.296296.

¢) X1y X3 son variables aleatorias dependientes.

a) fx(=2,-1) = 35; fx(=2,1) = 15 fx(-2,2) = £;
fx(=1,-1) = %,fg( 111)=ﬁ f&( ,2) = 15
fx(L,1) =g fx(1,2) = 45 fx(2,2) =

b) CO (Xl,Xg) :%

¢) X1y X3 son variables aleatorias dependientes.

11412343 (22), stz =1,

1 1 .

5[{2}(I2) + 11{3’4}(562), si x1 = 2,
fX2|X1 (wQ‘xl) =

3 1 .

Zf{g}(xz) + ZI{4}($2), sixp = 3,

1{4}(332), six; = 4.

E[X5] = 1.66667.

a) fx(0,0) =0.48225; fx(0,1) = 0.09645; fx(1,0) = 0.09645;
fx(1,1) =0.21219; fx(1,2) = 0.0385; fx(2,1) = 0.0385;
fx(2,2) =0.02701; fx(2,3) =0.00386; fx(3,2) = 0.00386;
[x(3,3) =0.00077.

b) fx,(0) =0.5787; fx,(1) = 0.34722; fx,(2) = 0.06945;

Fx.(3) = 0.00463, i = 1,2.
) fxox, (z2]|71) =

(0.833331 0y (2) + 0.166671 (1 (22), si 21 =0,
027778[{0}(.@2) + 061111[{1}<1’2) + 011111]{2}($2>, sixp =1,

0.556151 13 (w2) + 0.38936 9y (22) + 0.055641 (3 (z2), si z1 = 2,

[ 0.833691 2 (22) + 0.166311 (3 (2), si 21 = 3.
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d) X1y X son variables aleatorias dependientes.
23. a) 3.
b) fxy(w2) = 35 L{01,.. 0} (22).
c) 3.
24 b) fx,(zi) = Ipy(2i), i =1,2
c) Cov(X1,X2) = —55.
25. a) f&(lvl):%; f£(1,2):%7f£(1’3)_1i5’
f£(272) = %7 f§(273) = %; f£(373) = %
b) fx,(x1) = 211y (1) + 312y (1) + 153y (21),
Fxs(22) = 51y (w2) + 512y (22) + 213y (22)
c) Cov(X1,X3) =0.15111
26. a) E[Xi]=§; V[Xi] =3
b) E[X2] =0.23333.
c) fx(z1,22) = (xl)fl(o 1)*2(0.9)" 72 Lo 1,2y (T2) L1 2,33 (71).
27.  b) E[Xi] =nps; V[X | =npi1(1—p1).
C) E[XQ] = npa; V[XQ} = npg(l —pg).
d) COU(Xl, X2) — npip2.
e) B(n,p2).
f) B(n — 1, 1”21)
8) ElXalas] = (n — 1) 2.
28. a) NB(0,0,2,2,0)
b) n(0,2).
¢) X1y X son variables incorrelacionadas, ya que p = 0.
d) X1y Xy son variables aleatorias independientes, ya que (X7, X»)
se distribuye normal bivariada y p = 0.
29. a) g =3;c0=4.
b) fx(x1,22) = 12070 4 (1) L(0,1)(22)-
c) 0.448.
d) 0.26172.
30. —0.71811.
31. a) 3—10.
b 2
¢) 3.
32.  0.25.
2.19048, sixz; =1,
33. X2|:L’1
2.13333, six; =2.
0.63039, siz; =1,
VI[Xa|r] =
0.64889, six; = 2.
34. fX JZZ 21[{0}(581) + 421{1 2} (mz) + 21]{3}(.%) donde i =1, 2.
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37.

38.

Apéndice F. Soluciones
b) le\XQ(fUﬂ%z) =
w0ty (@) + 5y (@1) + i (2 (21) + g sy (21), siwz2 =0,
%I{O}(azl) + %I{l}(xl) + %I{Q}(z‘l), si g =1,
gI{O}@:l) + %I{l}(.%l), sl xo = 2,
Iior (1), si zg = 3.
fX2\X1 (“T?’xl) =

10110y (z2) + 5703 (w2) + 6112y (22) + 75113y (w2), sian =0,
%I{O} (372) + %[{1}(332) + %1{2}(.%2), sixy =1,
gI{O} (x2) + %I{l}(xg), si x1 = 2,
\I{O}(x2)7 si 1 = 3.

2, si Tro = O,

%, si xg =1,

c) E[Xi|zs] =

%, sl xg = 2,

0, siaxp=3.

(2, siz =0,

%, sixy =1,

E[Xs|z] =
%, sixp = 2,
0, sixz =3

d) E[Xs] = 1.07143.
Fx, (0) = 0.1625; fx, (1) = 0.3625; fx,(2) = 0.3125;
(3) = 0.1375; fx, (4) = 0.025.
Xo] = 1.5,
E[X2|X1]] = 1.5.
mx (t, ts) = ee2(1+e')=2
EXi]=1; E[Xo] =2, V[Xi] = 1, V[Xo] = 2.
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d) 0.70711.
e) B[Xi|ra] =%, 22=0,1,...
f) E[E[X:1]Xo]] =
39. PX1,Xs = +0.8.
40. X, tiene distribucion N(0,1), para i = 1, 2.
41. Z> fx(@1,22) = 510,20y (x2) 0,2y (21).
0.5.

)
) fxy(w1) = 0.52110.9)(21); fxy(w2) = (1 = 0.522)1(g2)(22).
)

o

d fX1|X2 (331‘.%'2) 3 1m21(x272)(.1'1), donde 0 < x9 < 2.
fX2|X1 (x2|x1) xll I([),zl)(l'g), donde 0 < 27 < 2.
42. a) 2/3.
b) 1/3.
c) 1/3.
43. £0.57735.
44. a) 0.5.
b) 0.25.
45.  265.

46. X1 y Xy son variables aleatorias dependientes.
47. X3 y X son variables aleatorias dependientes.

48. a) 18.
b) %x%, donde 0 < 9 < 1.
49.  0.99723.
50.  Beta(2,2).
51. a) 3/2.
b) fx,(z1) = Q\rl(m (21).
) fxox, (T2]21) = ml(oﬂﬁ)(xg), donde 0 < z; < 1.
52. a) 2.
b) Exp(2).
¢) fxox, (2lr1) = e 2T 1 o) (w2).
d) E[X2|:E1] =1 —1|-I1
53. a) fz(xhxz) g [P gy 1+\/1 g (@2 0.2 (1)
b) f %\/1— 1—:c1 1(02 1)
9) fX2|X1(x2|‘T ) = \/ﬁ [1 V1-(1—21)2,144/1-(1-21) 2]( 2), 8
0<xy <2
d) 1.
54.  E[Xa|z1] = %1, donde 0 < 21 < 1.
95.  a=2.
57.  E[Xo] = 1/2.

]
58.  E[Xa] = 25/8.
59.  V[Xa] = 945.
61. E[Xl] = H1; E[XQ} = H2; V[Xl] - Ula V[XQ] - 0-27 PX1,X2 = P-
63. a) 0.31166.
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b) 0.31166.
64. ) fx(z1,22) = 310,y (2) |20 (1) + {Lj0.20] (22) [(0,2)(21)-
= 1112 —ay)Ulea,2) (T1) 10 2 (22).
b) 3/4.
¢) [x,(z1) = ﬂf[ﬂ /(1) + F Lo (71);
Fxo(2) = 5(2 = w2) 19 5 (2).
)X2|x1~U(, )Si—2§l‘1<0.
X2|.C61NU( , L1 ) si0<ax <2
65. a) fx, (1) = 5(In(5) — In(4x1))L05/2)(21).
b) 5/16.
Capitulo 6
L a) fu(u) = sslulli_55(w).
b) fu(u) = (2 —u)ljyg(u) + (u—2)123(u).
¢) fu(u) = L lin(u)|[le-1 ¢ (w).
d) fu(u) = I 1)(w).
2. a) fu(u) =0.11_g3(u) + 0.2013 5 5(u).
b) 2.375.
3. a) fulu)= %I[O 2](“)
\ b) fu(u) =5(% + Do (u) + 5(1 — )02 (u)
. 0.5.
5 fU(u) = p(l - p)lrL(u)I{l,fi,e2 }(u)
6. a) Fu(u) = %I 9)(u) + {1 — U590 4 () + L4 00) ()
b) fu(u) = Iz (u) + (1= F) (2.4 (u).
7. a) fulu) = (u+1)I_1g(uw) + (1 —u)lgq(u)
b) fu(u) = 511011 (w) + 52 1(1,00) (1)
8. a) fulu)=(u+1)Iy0(uw)+ (1 —u)lgq(u)
b) fu(u) = 51101 (u) + 5031 (1,00) (1)
9. fulur,up) = (2)"272(2)*7"2, donde (—1,3),(0,2),(0,4),(1,3)
10.  fu(u) = 311 1y(w) + 210y (u)
11. U ~U(0,27)
12. U~ Exp\=1)
13, a) fulug,ug) = %|UQ|6—%(u%u%+u§>,
16. a) NB(2u,0,202,202,0).
b) Si son 1ndepend1entes debido a que p = 0.
C) U1 NN(Q,U,,QU ) U2 (0 20’ )
17 a) fu(u) = 55lj01)(w) + 55101,2)(w) + 551 (2,4 ().
b) fu(u) =
[(7,7%)[{0 vaszeray () + (D) Iy () + (o) T115 2}(“)} 0.7.
18. a) 27302 exp ( (5u1 + 2u2 — 6uqug — 2uip + 24 ) (202)) .

b) NB(2u,3pu, 202, 502 ’\ﬁ)
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19. fU(u) = ﬁ[(o,l)(u)
20.  fu(u) = ﬁf[o,l] (u) + ﬁf(l,?,] (u).
U2 U2
21. a) fg(ul,UQ) = %6_ 15
b) NB(0,0,1,1,0).
¢) Si son independientes, debido a que p =0
d) Ui~ (O 1), donde i=1,2
22, fu(u) =u"?I o) (w).
23. U ~ Beta(b,a).
24. fU(U) (1*u) e” = l(g,1y(u)
%. @) fol) = el (o).
b) fu(u) = 2ef L,92)(u).
¢) fulu) = 39\f 092)(U)+ﬁf(92,492)(u)-

27, fu(u) = (2’LL1 U1)I[0,1] (u1) + (% — ZU% + %u?)I(LQ] (u).
28. ) fU(ul, ’U,Q) = )\QUQef)‘UQ(l + U1)72I[0700) (u1)I[O,OO)<’U,2).
) Uy ~ F(2,2).
¢) Uy ~ Gamma(r = 2, \).
29. a) fi(’U,h’U,Q) = 26_u21[07u72](ul)f[0’00) (UQ)
fuz) = uge™ 21[ oc) (U2)-
fu(ui,ug) = gulf[ u2 1](“1)1[ 10)( 2) + %ull[ug,l](UI)I[O,l](UQ)'
fon (ur) = 3ufo 1y (u1); fu, (uz) = §(1 —ug) [y 1)(uz
= ZU_SI[LOO) (u)

30.

[

—
£

32. fg(ul, U,Q) = 8U1U%I(071)(U1>I(071)(UQ).
Uy ~ Beta(2,1); Us ~ Beta(4,1).
3 1
33. Ju(ui,ug) = %)\2675)\”173)\1@[(0,“72)(ul)I(O,oo)(UQ)'

b
a)
b)

3. fy
a)
b)
a)
b)

fU1 (U1) = e I(O,oo) (ul);

fup(ug) = 2X2e752%2 (1 — 7 16%2) [ o) (u2).
3. fulu) = 3 w1 [1\[}( u).

35.  fului,up) = e 5(U1+UZ)I[3u2,2u2](ul)I(O,oo)(UQ)'

36.  a) fu(u)=uljgq)(u) + (2 —u)lqg(u).
b) fu(u) = uljpy(u) + (2 —u)l (U)
37. BN(r=2,p).
40. a) 53.
b) N(53,16.36).
c) 63,415.23

41. Lafgm. de U es my(ti,t2) = 2t o (H+t3)
42. a) Lafgm.es (p+ (1 —p)eh)™.

b) La f.g.m. es (0.5e’ + 0.5)"1 172,
43. Lafgmde U es my(ti,t2) = ez(ti+13),
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Apéndice F. Soluciones

44.

45.
47.

48.

49.

50.

o1.

92.
53.

54.
95.

96.
o7.

58.

99.

60.

a) Normal bivariada con parémetros 1= LYy gy 2 =y i b,

2 _ 2 2 2 _ 2o 1azbz
o7 =0’y a7, 05 =0y L b2 p= No>: =
1= 1 7

b) Son independientes si y solo si > i ; a;b; = 0.
0.125.
La funciéon de densidad conjunta de U; y Us es igual a
fuur,ug) =120(1 — e71)e™ 1 I(g o (ur) (1 — e72)e ™22 [ g o) (u2).
Weibull(a,nb).
a) La funcion de densidad conjunta de Uy, Uy y Us es
fQ('LLl, u2, U3) = 48u1](071)(u1)ugl(0,1)(ug)ugl(oyl) (U3)
b) Uy ~ Beta(2,1); Uz ~ Beta(4,1); Us ~ Beta(6,1).
0.40741.
a) fu(ur) = %U%I(O,l] (uy) + (6 — 6uy + %u%)l(m) (uq).
) fur (ur) = 12uiT (g 0.5 (u1) +12(1 — u1)*I 15,1y (u1).
fg(ul, UQ) = Q(U% + U% - QU%UQ — 2u1u% + 216%“3)-’[0@2)@1)][0,1] (UQ)
) Las funcion de densidad conjunta de Uy y Us es
fulut,uz) = €711 (g o) (u1)e™ " I(g o) (u2).
b) La funcion de densidad conjunta de Uy, Us, ..., U, es
fuluy, .. un) = €7 (g o0y (u1)e"2 L (g 00) (u2) - - - €7 L0 00) (Un)-
c) Ui ~ Exp(1).
2

Fr(r) = J=e™ T I(g,00)(7):

a) U~ N(c+ apy + buz, 03a® + o3b? + 2poi02ab).
b) U ~ N(u1 + po, 0% + 02 + 2p0102).
¢)

b2

7,11

0.3345.
d)  0.0571.
0.1587.

fl“( ) . _ 2 M2 (5

a) N(0, 1)

b) N(0,1).

¢) F(1,1).

d) Ji cuadrada con 1 grado de libertad.

e) t de student con 1 grado de libertad.

/) F(1,1).

a) N(0, 1+ 7).

b) Ji cuadrada con 2 grados de libertad.

c) F(1,1).

d) t de student con 1 grado de libertad.

e) Ji cuadrada con n — 2 grados de libertad.
f) Flk—1,n—k—1).

g) t de student con n — 1 grados de libertad.
a) 1.345

b) 6.388.

c) 3.868.
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Soluciones

d) 21.064102.
e) —0.45469.
61. a) 0.75.
b) 1—0.5™.
62. 2.
63. a) Beta(10,1).
b) 0.90909; 0.00689.
64. a) 34(1 —2y) 16I(oo 5) (1)
b) Beta(1,17).
65.  Beta(3,2).
66. Beta(n —1,2).
67.  Exp(n)).
68. a) 0.97079.
b) 0.32529.
69. B(n,p1+ p2).
70.  BN(2,p).
7. a) e (0.9u— 30000)t+M
b) N(0.94 — 30000, 0.8152).
72.  a) 3.9403.
b) 8.54680°2.
c) 5.20916.
d) 0.19748.
73.  Dos casos:
To(w) = gty g (9 — €)M d -
Fo(y) = — 15 e — ) (d —
Capitulo 7
2. Ezp(l).
3. W
7.  Exp(1).
8.  Exp(l).
9. Gamma(r=2,A=1).
10.  Gamma(r =2, =1).
12. 0.
13. 0.
15.  No tiene distribucién limite.
16.  No tiene distribucién limite.
20. 0.
24, 1/
25. 0.
26. 1.
27.  0.6826.
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En este libro se presentan los principales temas de probabilidad que
un alumno de licenciatura en disciplinas como Actuaria, Matemati-
cas o Ciencia de Datos deberd estudiar para lograr una base solida
que le permita abordar con facilidad diferentes areas.

La teoria de la probabilidad es, muchas veces, indispensable para la
aplicacion de las matematicas. Su uso abarca, entre otras areas, la ma-
tematica actuarial que se emplea en diversos modelos de seguros;
las metodologias estadisticas aplicadas a problemas reales, o los mo-
delos de probabilidad en los que se sustenta, en buena medida, la
matematica financiera.

En cada capitulo se explican conceptos y resultados de manera sim-
ple, clara y bien estructurada, sin perder la formalidad, con el apoyo
de graficas, simulaciones y ejemplos que ayudan a comprender los
temas tratados.

Pensando en los futuros actuarios, se exponen con detalle algunos
modelos o distribuciones que tienen aplicaciones en el area de se-
guros y finanzas. Se consideraron también ejemplos y ejercicios que
seran de gran ayuda para los estudiantes interesados en presentar
los examenes de The Society of Actuaries (soa).
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